MAT1260-20 ALGEBRE LINEAIRE 11 HiveR 2018

Feuille d’exercices 1

Rappel

Dans le cours on a vu la définition suivante d’un K-espace vectoriel.

Un K-espace vectoriel est la donnée :

— d’un ensemble FE,
— d’une application £ x E — E : (x,y) — z + y appelée addition,
— d’une application K x E — E : (\,y) — Ay appelée produit externe,

qui satisfont aux huits axiomes suivants :

(E1) x +y =y + x pour tous z,y € F; (commutativité de I’addition)
(E2) (x+y)+2z=2+ (y+ z) pour tous z,y,z € E';  (associativité de I'addition)
(E3) il existe un élément Op de E tel que z + 0p = x = Op +  pour tout = € E;

(existence de I’élément neutre)

(E4) pour tout z € E, il existe un élément 2’ € E tel que x + 2/ = 0p = 2’ + z;

(existence de I'opposé)

lx =z pour tout = € F; (action de I'unité de K)
(v + B)xr = ax + [z pour tous «, f € K et pour tout x € E; (distributivité)
alx 4+ y) = ax + ay pour tout o € K et pour tous z,y € E; (distributivité)
)

a(fzx) = (af)z pour tous «, 5 € K et pour tout = € E. (associativité mixte

Puis, on a montré les conséquences suivantes.

(C1) L’élément neutre de E est unique ; ¢’est-a-dire, il existe un et un seul élément
Og de E vérifiant  + O = 2 = 0 +  pour tout =z € F.

(C2) L’opposé de tout élément de F est unique; c’est-a-dire, pour tout = € F, il
existe un et un seul élément 2/ de F vérifiant x + 2’ = 0 = 2/ + .

Notation : 'opposé de = est noté —x.
(C3) On a Ogx = 0 pour tout z € F.
(C4) (—=1)x = —x pour tout = € F.
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Espaces vectoriels

Exercice 1. Identifier les ensembles qui sont des espaces vectoriels sur le corps Q :

a. Pensemble des réels positifs R* e. {f:C— N}
b. 'ensemble des nombres entiers Z fA{f:C—Q}
c. I’ensemble des rationnels § eQ g {fC—R}
tels que pged(p,q) =1 et ¢ < 17 h. {f:C—=TR: f(1)=0}
d. {p € Rlz| : deg(p) < 17} i. {f:C—=R:f(0)=1}

Exercice 2. Montrer les énoncés suivants en utilisant (E1)—(ES8) et (C1)—(C4);
justifier chaque étape, égalité, affirmation, etc., de la démonstration.
(C5) a0 = 0 pour tout a € K.

(C6) SiaeKetaxe E sont tels que ar = 0, alors soit o = Ok soit x = 0.

Sous-espaces vectoriels

Exercice 3. Identifier I’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel F.

a. E=R3et F={(v,y,2) eR¥:x4+y+m=0et z+3m2=0}
b. E=R?*et F ={(z,y) € E:2*> =y}

c. BE={f:R>R}et F={feE: f(-2)=0}

d E={f:R—=R}et F={f € E: f est dérivable}

e. E={f:R—=>R}et F={f € E: [ estintégrable}

f. E=Rlz]et F={pe E:deg(p) =3}

g E={fR=>R}et F={f:R—=R| f(—x) = f(z)}

h. E={f:R—=>R}et F={f:R—=>R| f(—z)=—f(2)}

Exercice 4. Donner une démonstration complete de I’énoncé suivant.

Soit £ un K-espace vectoriel. Si F' et F’ sont des sous-espaces de F, alors I'in-
tersection F' N F” est un sous-espace de F.

N’oublier pas :
— d’écrire une introduction qui précisé vos hypotheses et vos symboles ;
— d’expliquer ce que vous allez faire, et pourquoi il est suffisant ;
— d’écrire une conclusion résumant ce que vous avez fait ;
— de relire la démonstration pour vérifier que
— le texte se lise facilement ;

— toutes les variables et tous les symboles sont définis ;
— les mathématiques sont correctes.
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Indépendance linéaire

Exercice 5. Déterminer si les matrices sont linéairement indépendantes dans Matgy2(R).

o (1) (0 1) 6 o)
(50) (6 ) (L)
(0G0
(1) (3 (0 0)
(o 0) (o) (0 (1)
3 e I Y I Gy e Y ) I e Y Gy

Exercice 6. Considérons R comme espace vectoriel sur Q.
a. Est-ce que les éléments 1, v/2, /5 sont linéairement indépendants ?

b. Est-ce que les éléments 1, /3, v/12 sont linéairement indépendants ?

Exercice 7. Trouver une base de R? qui contient les vecteurs (1,2,3,4) et (4,3,2,1).

Exercice 8. Montrer que les polynomes suivants sont linéairement indépendants dans R|z] :

r+4, 42°+T7x+1, 32°+uz.

Exercice 9. Trouver une base du sous-espace de R[z] engendré par les polynomes

B+ +r+1, 22+1, B—2P+r—1, 22-1.

Exercice 10. Soit F un K-espace vectoriel, et x1, ..., z, des éléments linéairement indépendants
de E,ouneNn>1.

a. Montrer que x; # 0 pour tout i € {1,...,n}.
b. Montrer que x; # x; pour tous ¢,7 € {1,...,n} tels que i # j.

c. Montrer que si S est un sous-ensemble de {z1,...,z,}, alors les éléments de S sont
linéairement indépendants.
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