MAT1260-20 ALGEBRE LINEAIRE 11 HiveR 2018

Feuille d’exercices 3

Exercice 1. On définit L : Maty,»(R) — R?* par
a+b
a b a+c
L( L d} ) " a j: d
b+ c
a. Montrer que L est une application linéaire.
b. Calculer ker(L).

. Déterminer si L est une application injective.

ST

. Déterminer si L est une application surjective.

Exercice 2. On définit L : Matyyo(R) — Matoyo(R) par

L([a bD_;lﬁd 0 }
c d 21 0 a+d
Montrer que L est une application linéaire.

Montrer que Lo L = L.

Montrer que (Idg —L) o (Idg —L) = Idg —L.

Calculer ker(L).

e. Calculer im(L).

f. Montrer que ker(L) @ im(L) = Mataya(R).

s R

&0

Exercice 3. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et L : £ — E une application
linéaire.

a. Montrer que si vy, v, ..., v, € E engendrent E, alors L(vy), L(vs), . .., L(v,) engendrent
I'image de L.
b. Est-ce que le sous-espace engendré par L(vy), L(vs), ..., L(v,) coincident avec E 7

Exercice 4. Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie, L : £ — E’ une application
linéaire.
a. Montrer que si F' est un sous-espace de E, alors L(F) est un sous-espace de E’ de
dimension au plus dim(F).

b. Montrer que si F’ est un sous-espace de E’ qui est contenu dans l'image de L, alors
L7Y(F") est un sous-espace de E de dimension au moins dim(F”).

c. Montrer que 'hypothese < F’ est contenu dans I'image de L > est nécessaire dans la
partie précédente.
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Exercice 5. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et L : £ — E une application
linéaire telle que Lo L = L.

a. Montrer que E = ker(L) @ im(L).
b. Montrer que im(L) = ker(Idg —L).
Montrer que E = ker(L) @ ker(Idg —L).

d. Montrer que si L' : E — FE est une application linéaire telle que
E =ker(L') @ ker(Idg —L'), alors L' o L' = L.

o

Exercice 6. (Espace vectoriel produit) Soit E et F' deux espaces vectoriels. Dans cet exercice,
on va munir le produit cartésien

EXF:{(e,f):eeEethF}
d’une structure de espace vectoriel.
(somme) On définit la somme de deux éléments (e, f) et (¢, f') de E' x F' comme
(e, )+ (€. f)=(e+e, f+[)

(produit externe) On définit la multiplication d’un élément (e, f) de E x F'
par un scalaire o comme

ale, f) = (ae, af).

a. Calculer la somme suivante dans R? x Matgyo(R) :

(B30 (BN )

b. Calculer le produit externe suivant dans R? x Matyyo(R) :

(115 4)

c. Montrer que E x F' est un espace vectoriel.

d. Posons Ey = E x {0p} et [y ={0g} x F.
Montrer que Ey et Fy sont des sous-espaces supplémentaires de F x F'.

e. Montrer que si E et F' sont de dimension finie, alors dim(F x F') = dim(F) + dim(F).
f- Soit

1 0 1
E=spang |0, | 1 et F = span 1
2 -2 0

On définit une application L : E x F — E + F par L((e, f)) =e+ f.
Montrer que L est une application linéaire. Est-ce que L est un isomorphisme ?

g. Soit S7 et Sy deux sous-espaces supplémentaires d'un espace vectoriel. Montrer que
I’application L : S7 x Sy — S7 @ Sy définie par L((u, v)) = u + v est un isomorphisme
d’espaces vectoriels. Expliciter I'inverse de L.
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