MAT1260-20 ALGEBRE LINEAIRE 11 HiveR 2018

Feuille d’exercices 5

Exercice 1. Soit F et E’ des K-espaces vectoriels.

a. Montrer que si L : E — E’ est une application linéaire injective,

et si vy, v9,...,v, sont des éléments linéairement indépendants dans F,
alors L(vq),. .., L(v,) sont des éléments linéairement indépendants dans E’.
b. Montrer que si L : E — E’ est une application linéaire surjective,
et si uy,us, ..., Uy, sont des éléments dans E qui engendrent £,
alors L(uy),. .., L(uy,) sont des éléments des E’ qui engendrent E’.
c. Montrer que si L : E — E’ est une application linéaire bijective, et si (by,ba, ..., by)

est une base de F| alors (L(by), L(bs), ..., L(bs)) est une base de E'.

Exercice 2. Soit E et £’ deux espaces vectoriels de dimension finie.
a. Montrer que s'il existe un isomorphisme L : £ — E', alors dim(F) = dim(E’).

b. Montrer que si dim(F) = dim(E’), alors il existe un isomorphisme L : E — E'.

Exercice 3. Supposons que F' et GG sont des sous-espaces supplémentaires d'un espace
vectoriel E. Montrer que si (f1,..., f,) est une base de F' et si (g1, ..., gmn) est une base de
G, alors (fi,..., fny g1, .-, 9m) est une base de E.

Exercice 4. Soit P : E — E une application linéaire telle que Po P = P.

a. Montrer que ker(P) et im(P) sont des sous-espaces supplémentaires de F.
(Indice: e = (e — P(e)) + P(e))

b. Montrer que si la dimension de E est finie, alors £ admet une (b1, ...,b,) vérifiant
P(bl) = bl, P(bQ) = b2, ey P<b7') — bT;
P(br—l-l) =0, P(br+2) =0, ce P(bn) = 0,

ou r = dim(im(P)).
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