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Feuille d’exercices 9

Exercice 1. Posons

A =

−2 −2 1
−2 1 −2
1 −2 −2

 .
a. Calculer le polynôme caractéristique de A.

b. Calculer le polynôme minimal de A.

c. En déduire que A est diagonalisable sur R.

d. Exprimer l’inverse de la matrice A comme combinaison linéaire de I3, A,A
2, A3, . . .

e. Montrer que An est de la forme αA+ βI3 avec α, β ∈ R pour tout n ∈ Z.

Exercice 2. Posons

A =


2 1 0 0
−4 −2 0 0
7 2 −6 −9
−4 −1 4 6

 .
a. Calculer le polynôme caractéristique de A.

b. Calculer le polynôme minimal de A.

c. Est-ce que A est diagonalisable sur R ? triangularisable sur R ?

Exercice 3. Soit A une matrice dont la somme des coefficients dans chaque ligne est 1 :

ai1 + ai2 + · · ·+ ain = 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Montrer que 1 est une valeur propre de A.

Exercice 4. Soit L etK deux endomorphismes d’un espace vectoriel E tels que L◦K = K◦L.

a. Montrer que si v est un vecteur propre de L, alors K(v) est aussi un vecteur propre de L.

b. En déduire que tout espace propre de L est stable pour l’action de K.

Exercice 5. Soit L un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie.

a. Montrer que si dim(E) = 3, alors E possède un sous-espace stable par L de dimension
1 et un sous-espace stable par L de dimension 2.

b. Montrer que si dim(E) ≥ 4, alors E possède un sous-espace stable par L de dimension
1 ou 2.
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Exercice 6. Soit A une matrice réelle 3× 3 telle que

A

1
1
1

 =

0
0
0

 , A

 1
2
−3

 =

 1
2
−3

 , A3 = A, A2 6= A.

a. Montrer que 0, 1 et −1 sont des valeurs propres de A.

b. Calculer trace(A), det(A), et trace(A2018).

Exercice 7. Soit A une matrice réelle 3× 3 telle que A3 = I3 et A 6= I3.

a. Déterminer les valeurs propres de A. (Indice: polynôme minimal)

b. Déterminer si A est diagonalisable sur R.

c. Déterminer si A est diagonalisable sur C.

Exercice 8. Calculer le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de la matrice

A =

0 0 α
1 0 β
0 1 γ

 .
(Indice: ils sont du même degré)

Exercice 9. Soit A une matrice symétrique à coefficients dans R. Montrer que la somme
des carrées des entrées de A cöıncide avec la somme des carrées des valeurs propres de A.

Autrement dit, si les entrées de A sont notées aij avec i, j ∈ {1, . . . , n}, et si les valeurs
propres de A sont notées λ1, . . . , λn, montrer que

n∑
i=1

n∑
j=1

a2ij =
n∑

k=1

λ2k.

(Indice: Considérer la trace de la matrice AtA)

Exercice 10. Soit A une matrice dans Matn×n(R) dont toutes les valeurs propres sont nulles.

a. Montrer que si A est symétrique, alors A = 0.

b. Est-ce vrai si A n’est pas symétrique ?
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