
MAT1260-20 Algèbre Linéaire II Hiver 2019

Feuille d’exercices 6

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel de (b1, b2, b3) une base de E et L l’application linéaire
de E dans E dont la matrice dans cette base B est1 0 3

0 2 1
2 −1 2


a. Écrire la matrice de L dans la base A = (b3, b2, b1).

b. Écrire la matrice de L dans la base B = (b2, b1, b3).

c. Écrire la matrice de L dans la base C = (b2, b3, b1).

d. Écrire la matrice de L dans la base D = (b1 + b3, b2, b2 − b3).

Exercice 2. Soit la matrice dans Mat2×2(R) :

A =

[
a b
c d

]
.

On définit L : Mat2×2(R)→ Mat2×2(R) par L (M) = AM−MA pour toute M ∈ Mat2×2(R).

a. Montrer que L est une application linéaire.

b. Montrer que les matrices suivantes forment une base de Mat2×2(R).

E11 =

[
1 0
0 0

]
E12 =

[
0 1
0 0

]
E21 =

[
0 0
1 0

]
E22 =

[
0 0
0 1

]
c. Écrire la matrice de L dans la base E = (E11, E12, E21, E22).

Exercice 3. Soit la matrice dans Mat2×2(R) :

A =

[
a b
−b a

]
avec b 6= 0.

On définit L : Mat2×2(R)→ Mat2×2(R) par L (M) = AM−MA pour toute M ∈ Mat2×2(R).

a. Écrire la matrice de L dans la base E = (E11, E12, E21, E22) de Mat2×2(R).

b. Calculer la matrice de passage de E à la base

B = (E11 + E22, E12 − E21, E11 − E22, E12 + E21).

c. Calculer la matrice de passage de B à E .

d. Écrire la matrice de L dans la base B.

e. Déterminer si ker(L) et im(L) sont des sous-espaces supplémentaires de Mat2×2(R).
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Exercice 4. (Matrice d’une projection) Soit P : E → E une application linéaire telle que
P ◦ P = P , avec E un espace vectoriel de dimension finie.

a. Montrer que ker(P ) et im(P ) sont des sous-espaces supplémentaires de E.

(Indice: e = (e− P (e)) + P (e))

b. Montrer qu’il existe une base (b1, . . . , bn) de E vérifiant

P (b1) = b1, P (b2) = b2, . . . , P (br) = br,
P (br+1) = 0, P (br+2) = 0, . . . , P (bn) = 0,

où r = dim(im(P )).

c. Écrire la matrice de P dans la base (b1, . . . , bn).

d. Soit

P =


2
3
−1

3
−1

3

−1
3

1
6

1
6

−1
3

1
6

1
6

 =
1

6


4 −2 −2

−2 1 1

−2 1 1

 .

Montrer que P 2 = P et trouver une base vérifiant la propriété énoncée à la partie (b).
Écrire la matrice de P dans cette base.

Exercice 5. (Matrice d’une symétrie) Soit S : E → E une application linéaire telle que
S ◦ S = IdE.

a. Montrer qu’il existe une base (b1, . . . , bn) de E et un entier r ∈ {1, . . . , n} vérifiant

S(b1) = b1, S(b2) = b2, . . . , S(br) = br,
S(br+1) = −br+1, S(br+2) = −br+2, . . . , S(bn) = −bn.

b. Écrire la matrice de S dans la base (b1, . . . , bn).

c. Soit

S =


1
3
−2

3
−2

3

−2
3
−2

3
1
3

−2
3

1
3
−2

3

 =
1

3


1 −2 −2

−2 −2 1

−2 1 −2

 .

Montrer que S2 = I3 et trouver une base vérifiant la propriété énoncée à la partie (a).
Écrire la matrice de S dans cette base.

Exercice 6. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que (f1, . . . , fn, g1, . . . , gm)
est une base de E ssi F = vect(f1, . . . , fn) et G = vect(g1, . . . , gn) sont des sous-espaces
supplémentaires de E.
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