MAT2000 ALGEBRE 11 AUTOMNE 2013

Feuille d’exercices 10

Exercice 1. Soient G un groupe abélien et N un sous-groupe de G. Montrer que G/N est
un groupe abélien.

Exercice 2. Soient GG un groupe et H un sous-groupe de G d’indice 2. Montrer que H <G
et que G/H = Z/27.

Exercice 3. Si H et N sont deux sous-groupes de G et N <G, montrer que H N N < H.

Exercice 4. Soit H un sous-groupe d’ordre n d'un groupe G. Montrer que si H est le seul
sous-groupe de G d’ordre n, alors H est un sous-groupe normal de G.

Exercice 5. Soit H un sous-groupe normal de GG. Montrer que si H est monogene, alors
tout sous-groupe de H est un sous-groupe normal de G.

Exercice 6. Soient G un groupe et M et N deux sous-groupes normaux de G tel que
NN M = {e}. Montrer que nm = mmn pour tout m € M et pour tout n € N.

Exercice 7. Soient G un groupe abélien, n un entier non nul et
GM = {z": 2 € G} et Gy ={2€G:2" =e}.
Montrer que G/G,y = G™.
Exercice 8. Soit
T={zeC: || =1},

ou ||z]| est le module d’un nombre complexe z. Montrer que C*/T" = R*.

Exercice 9. Soit H le sous-groupe de SLy(R) engendré par la matrice
0 1
(0 Y)

AH ={A,AJ,—A,—AJ} et  HA={A JA —A, —JA}.

a. Soit A € SLy(R). Montrer que

b. Soit A € SLy(R). Montrer que AH = HA ssi A = —A".
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Exercice 10. Soit K le sous-groupe de SLy(R) engendré par la matrice
11
V= (0 1) |
1 n
K= {(t )neal.

b. Soit A € SLy(R). Montrer que AK = KA ssi AV = AV.

a. Montrer que

Exercice 11. Pour a,b € R, a # 0, on définit 7,5 : R — R par 7,,(z) = azx + b.
a. Montrer que
G={mp:a,beR a0},
muni de la composition d’applications, est un groupe.
b. Montrer que
N={n,:beR}
est un sous-groupe normal de G.

c. Montrer que G/N est isomorphe a R*.

Exercice 12. Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Le normalisateur de H dans G est
Ne(H)={9eG:gHg ' =H}.

a. Montrer que Ng(H) est un sous-groupe de G qui contient H.
b. Montrer que H est un sous-groupe normal de Ng(H).

c. Montrer que si K est un sous-groupe de G tel que H est un sous-groupe normal de K,
alors K C Ng(H). (Autrement dit, Ng(H) est le plus grand sous-groupe normal de G
qui contient H comme sous-groupe normal.)

d. En déduire que H <G ssi Ng(H) = G.
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