
MAT2160-20 Analyse Complexe I Hiver 2015

Feuille d’exercices 5

Rayon de convergence

Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes :

a.
∞∑
n=0

(
7n4 + 2n3

5n4 + 23n3

)n

zn

b.
∞∑
n=0

1

cn
z2n, où c ∈ C, c 6= 0

c.
∞∑
n=0

n!

2n(2n)!
(z − 1)n

d.
∞∑
n=0

(
n2 + cn

)
zn, où c ∈ C

e.
∞∑
n=0

(n!)k

(kn)!
zn, où k ∈ N, k ≥ 1

f.
∞∑
n=0

sin(n)zn

Exercice 2. Soit 0 < R < ∞ le rayon de convergence de la série entière
∑∞

n=0 anz
n.

Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes en fonction de R.

a.
∞∑
n=0

anz
2n b.

∞∑
n=0

a2nz
n c.

∞∑
n=0

a2nz
2n d.

∞∑
n=0

an
n!

zn

Exercice 3. Soit Ra > 0 le rayon de convergence de la série entière
∑∞

n=0 anz
n

et Rb > 0 le rayon de convergence de la série entière
∑∞

n=0 bnz
n.

a. Si R est le rayon de convergence de
∑∞

n=0(an + bn)zn,
montrer que R ≥ min{Ra, Rb}, avec égalité ssi Ra 6= Rb.

b. Si R est le rayon de convergence de
∑∞

n=0(anbn)zn, montrer que R ≥ RaRb.

c. Si an 6= 0 pour tout n et R est le rayon de convergence de
∑∞

n=0
1
an
zn,

montrer que R ≤ 1
Ra

.

Exercice 4. Montrer que la série entière
∑∞

n=0
1
n2 z

n est de rayon de convergence 1 et que la
fonction S(z) =

∑∞
n=0

1
n2 z

n est injective dans {z ∈ C : |z| ≤ 2
3
}.

Indication : zn − wn = (z − w)
(
zn−1 + zn−2w + · · ·+ zwn−2 + wn−1)

Fonctions analytiques

Exercice 5. Montrer que
∞∑
n=0

(
n− 1

n!

)
zn = (z − 1) exp(z) + 1.

Exercice 6. Montrer que
∞∑
n=0

(
n2

n!

)
zn = (z2 + z) exp(z).

Exercice 7. Vrai ou Faux : | cos(z)| ≤ 1 et | sin(z)| ≤ 1 pour tout z ∈ C ?

Exercice 8. Montrer que la fonction f(z) = 1
z

est analytique sur C \ {0}.
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