MAT2160-20 ANALYSE COMPLEXE 1 Hiver 2015

Feuille d’exercices 7

Exercice 1. Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe U et soit
zg € U. Si les n-ieme dérivées de f et g coincident en 2y pour tout entier n > 0, montrer que
f(2) = g(z) pour tout z de U.

Exercice 2. Montrer que sin et cos atteignent tout valeur ¢ € C (dénombrable souvent).
Exercice 3. Déterminer les parties réelles et imaginaires des fonctions :

a. exp(2?)

b. exp(exp(z))

Exercice 4. Soit

Montrer que la série entiere pour f’(z) converge en z = i, mais que la série entiére pour
f"(2) ne converge pas en z = i. En deduire le rayon de convergence de f(z).

Exercice 5. Calculer le rayon de convergence du développement taylorien en 0 de la fonction

1 1 5
z—2 z+3 (2+3)(z—2)

Deduire le méme pour la fonction z%e* f(z).

Exercice 6. Soit

Déterminer le rayon de convergence de la série et montrer que f”(z) = f(z).

Exercice 7. Calculer la somme de la série pour |z| < 1:

14424922 4+162° +2524 + -+ n22" L4 ...

Exercice 8. Soit f une fonction holomorphe sur C. Supposer qu’il il existe un point z5 € C
et ¢ > 0 tel que |f(2) — 20| > € pour tout z € C. Montrer que f est constante. En déduire
que I'image d’une fonction non-constante holomorphe sur C est dense dans C.
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