MAT2160-20 ANALYSE COMPLEXE 1 Hiver 2016

Feuille d’exercices 1

Exercice 1. (Sur la conguaison complexe.) Soit z = a + ib, 21, 29 trois nombres complexes.

a. Ré(z) = 3(2 +7%) e. 2z = |z|? i. Silz| =1, alors £ =%
b. Im(2) = (2 — %) [zl =17] Jo 2tz =71+ 2

c. |z| = va? + b? g. Z=2 k. Z1z3 = Z1%2

d. tan(arg(z)) = gﬁg; he oo = o2 — ity L z1/20 =712

Exercice 2. (Inégalité triangulaire.) Soit 21, 29 € C.

a. |z1 + 20| < 21| + |22

b. |[z1] = |22]| < [z1 — 22

. |z1 + 22| = |z1| + | 22| ssi 21 et z2 sont colinéaires.

d. (Inégalité triangulaire généralisée) Soit 21, 29, ..., 2z, € C. Alors,

|21+ 22+ 4 2| Sl + 2] + -0+ 2

avec égalité ssi 21, 2o, ..., 2, sont colinéaires.

Exercice 3. (Méthode de Tartaglia—Cardano pour résoudre les cubiques.)
a. Montrer que le point d’inflexion de la cubique X® + AX?2+BX +C =0est X = —%.
b. En déduire que la substitution X = x — g transforme la cubique ci-dessus en une
cubique de la forme

23 — 3px —2¢ = 0.
c. Faire la substitution £ = s + t et montrer que x est une solution de la cubique ssi

st=1p et s34+ 13 =2¢.

d. A laide des deux équations st = p et s3 + t3 = 2¢, montrer que
s —2¢s* +p* =0 et 0 —2qt3 +p* = 0.

e. Noter que s% — 2¢s® + p® = 0 est une équation polynomiale de degré 2 de la variable
3

s3. Résoudre 1'équation pour s°.
[ Résoudre I’équation % — 2qt® + p* = 0 pour 3.

qg. A Paide de I'équation s® + t3 = 2¢, montrer que

w=€/q+\/2 q2—p3+§”/q—\/2 ¢ —p’

est une solution de la cubique 23 — 3pz — 2¢ = 0.

h. Trouver les trois solutions de z® = 18z + 35.
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Exercice 4. Soit p(z) un polynome a coefficients réels.

a. Montrer que p(z) = p(z) pour tous z € C.

b. Montrer que si z est un racine de p(z), alors Z est aussi une racine de p(z).

Exercice 5. Soit a, b et ¢ trois points distincts qui appartiennent au cercle unité et qui
satisfont a + b + ¢ = 0. Montrer que a, b et ¢ sont les sommets d’une triangle équilatéral.

Exercice 6. Dessiner des carrés sur les cotés d'un quadrilatere (voir la figure ci-dessous).
Montrer que les segments reliant les centres des carrés opposés sont :

a. de méme longueur ;

b. et orthogonaux.
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