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Feuille d’exercices 10

Théorème de Cauchy

Exercice 1. Soit f une fonction holomorphe sur C. Quel est le rayon de convergence de son
développement taylorien en 0 ?

Exercice 2. Soit f une fonction analytique qui est analytique en 0 et en −2 telle que

f(z) = 1 + 2z + 3z2 + 4z3 + · · · =
∞∑
n=1

nzn−1 (pour |z| < 1).

Soit a0, a1, a2, . . . des nombres complexes tels que

f(z) =
∞∑
n=1

an(z + 2)n

pour z au voisinage de −2. Quel est le rayon de convergence de la série entière
∑∞

n=0 anz
n ?

Inégalités de Cauchy

Exercice 3. Soit

f(z) =
z3 − 4z + 1

(z2 + 5)(z3 − 3)

et γ(t) = Reit pour t ∈ [0, π]. Montrer que∣∣∣∣∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ πR(R3 + 4R + 1)

(R2 − 5)(R3 − 3)
.

Formule intégrale de Cauchy

Exercice 4.

a. Montrer que ∫
C(0,2)

sin(z)

z − i
dz =

π

e
− πe.

b. Montrer que ∫ 2π

0

sin(2eit)

2− ie−it
dt =

iπe

2
− iπ

2e
.
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c. Montrer que ∫
C(0,2)

sin(z)

z2 + 1
dz = iπ

(
e− e−1

)
.

Exercice 5. Montrer que ∫
C(0,1)

esin(z)

z3
dz = iπ.

Exercice 6. Soit a, b des nombres complexes tels que |a| > 1 et |b| < 1. Montrer que∫
C(0,1)

1

(z − a)3(z − b)
dz =

2πi

(b− a)3
.

Exercice 7. Montrer que ∫ 2π

0

er cos(t) cos(r sin(t) + t) dt = 0.

(Indice: Calculer l’intégrale de ez le long un cercle.)
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