
MAT2160-20 Analyse Complexe I Hiver 2016

Feuille d’exercices 3

Norme infini

Exercice 1. Soit f une fonction complexe définie sur une partie S de C. La norme infini de
f est

‖f‖∞ = sup
z∈S
{|f(z)|} .

Montrer que la norme infini vérifie les conditions suivantes.

a. (séparation) ‖f‖∞ = 0 ssi f = 0.

b. (homogénéité) Si z ∈ C, alors ‖zf‖∞ = |z| ‖f‖∞.

c. (inégalité triangulaire) Pour tout f, g : S → C, on a que

‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ ,

‖f − g‖∞ ≥
∣∣ ‖f‖∞ − ‖g‖∞ ∣∣ ≥ ‖f‖∞ − ‖g‖∞ .

Exercice 2. Une distance sur un ensemble E est une application d : E ×E → R+ vérifiant
les propriétés suivantes.

a. (symétrie) d(a, b) = d(b, a) pour tout a, b ∈ E.

b. (séparation) d(a, b) = 0 ssi a = b.

c. (inégalité triangulaire) d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c).

Montrer que
d(f, g) = ‖f − g‖∞

est une distance sur l’ensemble de fonctions bornées f : S → C.

Suites de fonctions

Exercice 3. Montrer que la suite de fonctions{
1

nz2

}
converge uniformément vers la function nulle sur S =

{
z ∈ C : |z| ≥ 1

17

}
.

Exercice 4. Montrer que la suite de fonctions{
1

1 + nz2

}
converge uniformément vers la function nulle sur S =

{
z ∈ C : |z| ≥ 1

17

}
.
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Exercice 5. Soit la suite de fonctions {
1

1 + nzn

}
.

a. Montrer que la suite converge uniformément sur

S0 = {z ∈ C : |z| ≥ 1}

vers la function nulle.

b. Montrer que, pour tout r < 1, la suite converge uniformément sur

S1 = {z ∈ C : |z| ≤ r}

vers la function constante 1.

c. Est-ce que la suite converge uniformément sur C ?

Séries de fonctions

Exercice 6. Soit
∑∞

n=0 fn une série de fonctions sur X. On dit que la série
∑∞

n=0 fn vérifie
le critère de Cauchy si pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que

‖fn+1 + fn+2 + · · ·+ fm‖∞ < ε si n,m ≥ N et n < m.

Montrer que
∑∞

n=0 fn vérifie le critère de Cauchy ssi elle converge uniformément.

Exercice 7. Montrer que la somme d’une série de fonctions uniformément convergentes de
fonctions continues est continue.

Tests de convergence

Exercice 8. Montrer qu’une série de fonctions
∑∞

n=0 fn sur X est normalement convergente
sur X ssi il existe une série

∑∞
n=0 rn convergente de nombres réels positifs (ou nuls) telle que

pour tout n ∈ N on a que supw∈X{|fn(w)|} = ‖fn‖∞ ≤ rn.

Exercice 9. (Test de Abel) Soit an et bn des nombres réels. Supposons qu’il existe un entier
N ∈ N et une constante M ∈ R qui vérifient les conditions suivantes :

(1) an+1 ≤ an pour tout n ≥ N ;

(2) lim
n→∞

an = 0 ;

(3)
∣∣bN + bN+1 + bN+2 + · · ·+ bn

∣∣ ≤M pour tout n ≥ N .

Montrer que la série
∞∑
n=0

anbn converge.
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