
MAT2160-20 Analyse Complexe I Hiver 2016

Feuille d’exercices 7

Principe de zéros isolés

Exercice 1. Supposons que g : C → C soit une fonction continue telle que g(z) = g
(
z
2

)
pour tout z ∈ C. Montrer que g est constante sur C.

Exercice 2. Soit U un ouvert de C et soit f une fonction analytique sur U . Montrer que
tout sous-ensemble compact de U ne contient qu’un nombre fini de zéros de la fonction f .

Exercice 3. Existe-il une fonction analytique f définie sur un ouvert connexe U contenant
0 qui vérifie : pour tout n ∈ N, n ≥ 1, tel que 1

n
∈ U ,

a. f

(
1

n

)
= f

(
1

2n+ 1

)
=

1

n
b. f

(
1

n

)
= f

(
− 1

n

)
=

1

n2

Exercice 4. Soit f(z) =
∑∞

n=0 anz
n une série entière, U son disque de convergence et

g(z) =
∑∞

n=0 nanz
n−1.

a. Montrer que si g(z) est identiquement nulle sur U , alors f est constante sur U .

b. Montrer que si pour tout z ∈ U on a soit f(z) = 0 soit g(z) = 0, alors f est constante.

Principe de prolongement analytique

Exercice 5. Montrer que la fonction g : C \ {i,−i} → C définie par

g(z) =
1

1 + z2

est le prolongement analytique à C \ {i,−i} de la fonction f : D(0, 1)→ C définie par

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)nz2n.

Exercice 6.

a. Montrer que la fonction

g(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
zn

(2n)!

est un prolongement analytique de la fonction

f : N −→ R
p 7−→ cos (

√
p) .

b. Montrer que la fonction g(z) + λ sin(πz) est aussi un prolongement analytique de f .
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