MAT2160-20 ANALYSE COMPLEXE 1 Hiver 2016

Quelques indices et esquisses des solutions

Feuille d’exercices 2

Exercice 2.
a. C est un fermé.
b. L’ensemble vide () est un fermé.
c. L’intersection de deux fermés est un fermé.
d. L’intersection d’une famille (pas nécessairement finie) de fermés est un fermé.
e. La réunion de deux fermés est un fermé.

f- La réunion d’une famille finie de fermés est un fermé.

Exercice 5.
a. X°CX.
b. (X°)° = X°.
c. (XNY)y=X°nYe.
d (XUY)DX°UYe.
e. 0°=10.
f X est ouvert ssi X° = X.
g C\ X =(C\ X)°.

Exercice 7.

(a) série géométrique : convergente, la somme est 1/10(3¢ — 1).

(b)
— Si |z] < 1, elle est convergente absolument (comparer avec la série géométrique).
— Si|z| =1 et z # 1, elle est convergente (mais pas absolument).
— Si z =1, elle diverge.

(c) Test de la racine : Si z # 0,

()22 [ (2n))] “nr ety Ut

‘(—1)”“22(”“)/(2@ +1)! |2

converge pour tout z # 0. Si z = 0, alors la somme est 1.

PR 00 —1)nz2n
d’ou ano ‘%
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Feuille d’exercices 3

Exercice 3. Sin > 289/e,

1] 1 1 289
nz?|  n|z2 T ngks  n
Exercice 4. Calcul de N :
Pour que
1 1 1 -
— = = I
1+ nz? 14+nz2| |1+ nz?|
il faut que
1
11+ n2?| > -
5
Or,
1+ n2% =z — (=1)] > |Inz? — | = 1| > nfzP =1 > — — 1,

— 289

. n 1 . . .
alors il suffit de prendre n assez grand pour que 555 — 1 > = ce qui est vrai ssi

n>289 (L+1).
Démonstration : Soit € > 0. Posons N = 289 (% + 1). Pour tout n > N,

1 1 1 1 1 1 1
1+ nz? T+nz2|  |[T+n2? 7 555-17 £ -1 (¢+1)—-1 =
Exercice 5(a). Calcul de N :
Pour que
1 1 1 <
— e = IS
1+ mnzn 1+ mnzn |1+ nz"|
il faut que
1
|14+ nz"| > —.
€

Or, puisque |z| > 1 pour tout z € Sy,
1+nz"| =|nz"—(=1)] > ||nz"| = | = 1| = n|z|"—1>n—1.

Alors, il suffit de prendre n assez grand pour que

1
n—1>-
€
ce qui est vrai ssi
1
n>—+1.
€
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Démonstration. Soit € > 0. Posons N = é + 1. Pour tout n > N,

o 1 B
C|l4nzl “n—-1 N-1 (f+1)—-1"

1 B 1
1+ nzm |1+ nzn

m|»—-| —_
I
o

Exercice 6.
o0 . 7’
> ” o fn converge uniformément
ssi la suite de sommes partielles {D> 7", fi}ken est une suite de fonctions qui converge
uniformément
ssi {D> oo frtren Vérifie le critere de Cauchy (pour les suites de fonctions)
ssi pour tout € > 0, il existe N € N tel que si n,m > N avec n < m, alors

Yo=Y
k=0 k=0

ssi pour tout € > 0, il existe N € N tel que si n,m > N avec n < m, alors

<e€

o0

”fn—i—l + fn+2 + o+ meoo <e

ssi y o o [n vérifie le critere de Cauchy sur les séries.

Exercice 7.
— Si >, fn converge uniformément vers S, alors les sommes partielles { f; + fo+- - +
fm} converge uniformément vers S.
— Comme la somme finie de fonctions continues est continue, tout terme f;+ fo+- - -+ f,,
de la suite de sommes partielles est continue.
— Dong, la fonction limite S est continue, car la limite d’une suite de fonctions continues
qui converge uniformément est continue (résultat du cours).

Exercice 8.
. [e.e] o0 ’ .
— (=) Si ), , fn converge normalement, alors Y > || f.||,, est une série convergente
a termes réels positifs ou nuls. Posons, alors, r, = || f,|| .-
— (&) Sl existe une telle série convergente » °  r,, alors par le test de comparaison
pour les séries réelles on a que >~ || full,, converge.
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