MAT2160-20 ANALYSE COMPLEXE 1

Hiver 2016

Quelques indices et esquisses des solutions

Feuille d’exercices 9
Exercice 1. On a pour tout z € U

F(2) = RE(f(2)) + i Im(f(2)) = RE(F(2)).
Par les équations de Cauchy—Riemann :

ORS(f)  OIm(f) 0

— — =0
ox dy oy
ORE(S) _om(p)
oy oxr  Or
Donc, Ré(f) est constante, d’out f est constante.
Exercice 2.
ou ov
2——-3—=0
ox ox
2 u _ 3 v =0
oy 0Oy
d’ou
ou ou
2—+3—=0
ox Jy
ou Ju
2——-3—=0
dy ox
ou encore
EHICNY
-3 2)\5, 0
Ceci admet une seule solution : % = g—; = 0, ce qui entraine que g—; = g—z =

sont constantes.

0. Donc, u et v

Exercice 3. Il n’existe pas une fonction v(z,y) : R> — R telle que f est analytique. En
effet, supposons qu’une telle fonction existe. Par les équations de Cauchy-Riemann :

o _ou_ Ay,
oy Or ox N
d’ou

v(x,y) = /(2x) drly] =2zy + ¢
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de sorte que

ov
Or,
ou  O(x® +y? ov
Ou _ 9" +y7) _ 2y # — 22,
dy oy ox

Exercice 4.
— Notons f = u(z,y) + iv(z,y).

— Si U est un ouvert non vide tel que f est holomorphe sur U, alors il faut que

ou ov 9

%:2x:8—y:3my
ou ov 5
ay e Y

pour tout x + 1y € U.
— En particulier, il faut que y = 0 pour tout x + iy € U, et donc U C iR.

— Ceci est absurde, car iR est d’intérieur vide.

Exercice 5.

— Soit U un ouvert non vide tel que f est holomorphe sur U.

— Pour tout =z + iy € U on a que

_Ou  Ov

u'(r) = ooy ' (y)

Donc, v”"(z) =0 et v"(y) = 0.

— Do, u(z) = Ax + ¢ et v(y) = Ny + o5 et comme u/(z) = v'(y) on a que A = X,
— Donc,

fle+iy) =u(z) +iv(y) = Az +c1) + i( Ay + ¢2) = Mz + iy) + (c1 + ica).

En particulier, f(z) = Az + cavec A € Ret ¢ € C.

— 1l reste & montrer que toute fonction de la forme f(z) = Az +cavec A € Ret ¢ € C
est holomorphe. Mais ceci est évident, car f(z) est un polynéome.
Exercice 7. Rappeler que sin(z) = % Ecrivons 2¢ = ¢ + ¢7% ol ¢ = isin(z). Alors,
e = ¢+ /2 — 1. Comme exp attient toute les valeurs dans C \ {0}, on a que ¢ peut étre
un nombre complexe quelconque. Par exemple, si on veut que sin(z) = 17i (ici, ¢ = —17),

alors on trouve w € C\ {0} tel que ¥ = =17+ /172 — 1; puis, z = —iw.
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Exercice 8. (a)

eV = e"e" = z = r(cosf + isinf)
Donc,
e" = |e"|[e™| = |r||cos @ +isinf| = r
d’ou log(r) = log(e") = u.
Ainsi,
re’ = e"e" = r(cosf + isinf)
d’ou

e = cosf + isind
et donc v = 0 + 27k avec k € Z.
(b) 1 —i=+v2exp (=), donc log(1 — i) = log(v/2) + (&% + 2kmi).

Exercice 9. Posons ¢g(z) = w pour z € U, et montrons que g est la fonction constante
1.
— ¢ est analytique sur U, car % et exp(f(z)) y sont analytiques.

— g est constante sur U, car la dérivée de g est nulle :

¢(z)= (=" esp(f(2)))
= =t ep(f()S () + (1) 2 esp(f(2))
= 9(2)'(2) — 9(2)/»

=9(2)-1/2—9g(2)/=
=0.

— Donc, g est constante sur U ; et g(z) = g(z0) = exp(f(20))/20 = 1.

Feuille d’exercices 10

Exercice 1.

Rappel : Si une fonction est holomorphe sur un ouvert U et zy € U, alors elle
est la somme de sa série de Taylor en zy sur le plus grand disque de center z
contenu dans U.

Si f est une fonction holomorphe sur C, alors le plus grand disque ouvert de centre 0 contenu

dans C est de rayon infini. Donc, le rayon de convergence de la série de Taylor de f en 0 (en
fait, en n’importe quel point), est oo.
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Exercice 2.
Solution 1.

— On remarque que f(z) = F'(z), ot F(z) = 1. En effet, F' est holomorphe sur C\ {1},
et sur le disque D(0,1) elle admet le développement

Flz)=1+4z+22+2"+2"+--- pour |z| < 1;
d’on,
f(z2)=F(2)=0+1+422+32"+42° + - -- pour |z| < 1.

— Comme f et F’ coincident sur D(0,1), par le principe de prolongement analytique,

est un prolongement analytique de f a ’ensemble C\ {1}.

— Comme le plus grand disque de centre —2 contenu dans C \ {1} est de rayon 3, on a
que la série de Taylor de f(z) en —2 a un rayon de convergence égal a 3.

Solution 2 (calcul explicite).

1
1—z

— On remarque que f(z) = F'(z), ou F(z) = (voir ci-dessus).

— Donc,

(n+1)!

() () = p+D)(5) —

— f est la somme de sa série de Taylor en —2, donc

|
an:i (n)<_2):i (n+1)! :n—i-l
n! n!(1—(=2))»+1  3nt+l
— D’ou,
f(z) = E an(z +2)" = E T (z+2)
n=0 n=0

— On applique le test du quotient :

/

— Le rayon de convergence de la série est 3.

n+ 2
3n+2

n—+1 n+2\1 1
= - — -
3ntl 3 3
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Exercice 3.

23 —dz+1

S[:u%+mu&—@’“

344 1
oy S EE HA
, (R =5)(F = 3)

() R+4rR+1 o, R 4+4R+1
“ P RS ® -3 (R —5)(R - 3)

L () dz

Exercice 4.

Formule intégrale de Cauchy : si f : U — C est holomorphe et D(zg,7) C U, on
a que

1 f (w 1 [ f(% ot reit
f2) = = fw) gy L [T S0t re)re
210 Jo(zpr) W — 2 2r Jo (20 +reit) —z

dt

pour tout z € D(zo,1).

4(a) Posons f =sin, zo=0,r=2¢t z =14 :

sin(i) = 2i /C ( aul G

T Jowpe) W —1

Comme sin(z) = €5

et donc

/ RUCO P sin() = 2mi (—i - E) =~ e
c(2 W—1

4(b) Par la formule intégrale de Cauchy, avec f(z) =sin(z), 2o =0, r =2 et z = i,

1 21 ; 2¢eit) it 1 2 2¢tt
snfi) = - [ %dt:_/ sin@7)
mJo  (2et)—i TJy 2—ie

d’ou

2 . it . .
2
/ sm(.e )dtzwsin(z'):—m—f—me.
0 2e 2

2 — e

4(c) Remarquer que

11 1 1
2241 2i\z—i 241/
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Par la formule intégrale de Cauchy appliquée a la fonction sin(z) deux fois (avec z = i et

z=—1):
/ sizn(z) Qs = i (/ sin(z? dz) B i (/ sin(z? dz)
co2) 27 +1 2i \Jcwpyo) #—1 2i \Jegz #+1

1 L 1 e
=5 (2misin(i)) — % (2misin(—1))
= 27 sin(7)

2 2
i —1
— e

21
=T (e — e_l)

= 27r€

Exercice 5.

Théoreme de Cauchy : si f : U — C est holomorphe et D(zy,r) C U, alors les
coefficients a,, du développement en série enticre de f en zy sont donnés par

Y /& B L8
2w Jogg e (2 — 20)" N n!
— Posons f(z) = e 20 =0,r=1,n=2:
1 6sin(z) (esin(z) ) (2) (0)
-_— dZ = .
270 Jogony (2 — 0)2F1 2!
— Comme
f(2) = e cos(2) f(2) = ) cos?(z) — ) sin(z)
on a que

sin(z) 1
/ ¢ —dz = 2m'—' = 1.

Exercice 6. Par la formule intégrale de Cauchy appliquée a f(z) = 1/(z —a)?® :

! _ [ MG o) omil(h— o)
/O<071> <z—a>3<z—b>dz‘/c<o,n op) = i) =2mi/(b—a)

Exercice 7. L’intégrale est la partie réelle de I'intégrale fo(o " e*dz.
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