MAT2250-20 THEORIE DES GROUPES AUTOMNE 2014

Feuille d’exercices 12

Exercice 1. Soit G un groupe abélien, n un entier non nul et
G = {z":z € G} et Gu={2z€G:2"=¢e}.

Montrer que G/G(n) ~ G, (Indice : premier théoréme d’isomorphisme.)

Exercice 2. Pour a,b € R, a # 0, on définit 7, : R — R par 7,,(z) = ax + b.
a. Montrer que
G={mp:a,beR a0}
muni de la composition d’applications est un groupe.
b. Montrer que
N={rn,:beR}
est un sous-groupe normal de G.

c. Montrer que G/N est isomorphe a R*. (Indice : premier théoréme d’isomorphisme.)

Exercice 3. Soient R* le groupe (multiplicatif) de nombres réels non nuls et Rt le groupe
(multiplicatif) de nombres réels positifs. Montrer que R*/ {1, —1} = R*.

(Indice : premier théoréme d’isomorphisme.)

Exercice 4. Montrer que GLo(C)/Z = SLy(C)/{xl2}, ou Z = {aly : a € C*}, et décrire
explicitement 'isomorphisme.
(Indice : on prend G = GLo(C), H = SLs(C) et N = Z dans le deuxiéme théoréme d’isomorphisme.)

Exercice 5. Soient G un groupe fini et H < G tel que pged(|H|, |G : H]) = 1. Montrer que
H est I'unique sous-groupe de G d’ordre |H|.

(Indice : deuziéme théoréme d’isomorphisme ou le théoréme de correspondance.)

Exercice 6.

On dit qu’un sous-groupe normal H de G est un sous-groupe normal maximal de
GsiH#Getsi H<SK<G entraine K =H ou K =(G.

Montrer que H < G est un sous-groupe normal maximal de G ssi G/H ne possede pas de
sous-groupe normal a part que G/H et {H}. (Indice : théoréme de correspondance.)
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