MAT2250-10 THEORIE DES GROUPES AUTOMNE 2019

Devoir 1

a remettre le lundi 7 octobre 2019

Exercice 1. Soit A, B,C et D les matrices suivantes de Matzy3(R) :

11 —1] (1 00
A=|-10 0] B=|-1 -1 1
11 -1 -1 00
(-1 -1 1] (10 0
C=| 1 00| D=]11 -1
-1 -1 1 10 0

Soit M = {A, B,C, D} muni de la multiplication des matrices (notée x).

Est-ce que M est stable pour x ?

Est-ce que x est associative dans (M, x) 7

Est-ce que x est commutative dans (M, x)?

Est-ce que (M, x) possede un élément neutre ? Si oui, identifier I’élément neutre.
Pour chaque élément inversible dans (M, x ), identifier son inverse.

Est-ce que (M, x) est un groupe ?

Est-ce que (M, x) est un sous-groupe de GL3(R) ?
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Exercice 2.
Soit a et [ les deux permutations suivantes.
a—(1234> 5_(1234)
214 3 34 1 2
a. Calculer les sous-groupes (a), (3), et {(«a, 5) de Sy.
b. Montrer que («, 5) et (Z/8Z)* sont isomorphes.

c. Déterminer tous les homomorphismes de (o, §) dans Z/47Z.
Pour chaque homomorphisme, déterminer son noyau et son image.

Exercice 3.

Soit

G = {{_ab 2} a,beR, (a,b);é(0,0)}.

a. Montrer que G muni de la multiplication matricielle est un sous-groupe de GLy(R).
b. Montrer que G est isomorphe au groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls.

Exercice 4.

Soit GG un groupe non abélien tel que tout sous-groupe propre de GG est abélien. Montrer qu’il
existe deux éléments a et b de G tels que G = ({a, b}).
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