MAT2250-10 THEORIE DES GROUPES AUTOMNE 2019

Feuille d’exercices 11

Groupes quotients

Exercice 1. Soit H un sous-groupe normal dans G. Montrer que si H est monogene, alors
tout sous-groupe de H est un sous-groupe normal dans G.

Exercice 2. Soit H un sous-groupe normal d'un groupe G. Montrer que a? € H pour tout
a € G ssi tout élément de G/H est son propre inverse.

Exercice 3. Soit G un groupe abélien, p un nombre premier, et H 1’ensemble des éléments
de G dont l'ordre est une puissance de p :

H = {g € G : ordre(g) = p pour un certain « € Z}.

a. Montrer que H est un sous-groupe normal dans G.

b. Montrer que G/H ne possede aucun élément dont l'ordre est p* avec o # 0.

Théoremes d’isomorphisme

Exercice 4. Montrer que GLy(C)/Z = SLy(C)/{x1l2}, ou Z = {al, : a € C*}, et décrire
explicitement I’'isomorphisme.

(lndi(:(%: Poser G = GLy(C), H = SLy(C) et N = Z dans le deuxiéeme théoréme d 'ismn,()/‘p//zfsnz(’.)

Exercice 5. Soit G un groupe fini et H <G tel que pged(|H|,[G : H]) = 1. Montrer que H
est I'unique sous-groupe de G d’ordre |H|.

(]n,(l’/f(t(%: Deuxieme théoreme d’isomorphisme; ou le théoréme de (?07’7’("5])()r1(/(171,(:(1.)

Exercice 6. Soit Cig = {e, 2!, 2%, ..., 2!} le groupe monogene engendré par un élément
d’ordre 18, et Cs = {e,y*,...,y°} le groupe monogene engendré par un élément y d’ordre 6.
On définit ¢ : Cig — Cj par p(z') = y'.

Montrer que ¢ est un morphisme de groupes.

SR

Calculer ker(y).
En déduire que Cig/{e, 25 z'?} = Cs.

Déterminer les sous-groupes de C.

&0

o

Déterminer les sous-groupes de Cjg contenant ker(y).

hrS

Calculer ¢(H) pour chaque sous-groupe H de Cig contenant ker(yp),
et comparer avec les sous-groupes de Cg.
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