MAT2250-10 THEORIE DES GROUPES AUTOMNE 2019

Feuille d’exercices 12

Ordre d’un élément dans un produit cartésien des groupes

Exercice 1. Soit G1, G, ..., G, des groupes. Montrer que si (x1,Zs, ..., z,) appartient au
produit direct G X G5 X - -+ X (G,., alors

ordre ((z1,25,...,,)) = ppem (ordre(xl), ordre(xs), . .. ,ordre(xr)).

Décomposition < primaire > d’un groupe abélien fini

Exercice 2. Selon un résultat du cours, on a que si G est un groupe abélien d’ordre pi* - - - pp*,
avec pi, . .., py des premiers distincts, alors G est isomorphe a G(p1) X -+ X G(pg), ou

G(p;) = {g € G : ordre(g) est une puissance de p;} .
Posons G = Z/4Z x 7]6Z.

a. Donner la liste des éléments de G(2).
b. Donner la liste des éléments de G(3).

c. Décomposer G(2) en produit directe de deux sous-groupes H et K.
d. En déduire que G = Z /27 x Z/37Z x Z/AZ.

Actions de groupes

Exercice 3. Soit H et K deux sous-groupes d'un groupe fini G. On définit, pour tout
(h,k) € H x K et pour tout z € HK,

(h,k) ez = hak™

Vérifier que cela est une action du groupe H x K sur 'ensemble H K.

Exercice 4. Soit G un groupe agissant sur un ensemble E tel que I'action possede une et
une seule orbite. Soit z,y € E.

a. Montrer que {g € G : g @z = y} est un classe a gauche de Stabg(z).
b. Montrer que 'application

E — G/ Stabg(z)

y — {geG:gex =y}

est une bijection.
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Equations aux classes

Exercice 5. Soit G un groupe fini d’ordre 21 agissant sur un ensemble FE.
a. Expliquer pourquoi la cardinalité d’une orbite de cette action est 1, 3, 7 ou 21.

b. Pour i € N, on note n; le nombre d’orbites a ¢ éléments. Montrer que
’El =n; + 3713 + 7717 + 21”21.
c. Montrer que si |F| = 11, alors il y a au moins un point fixe pour action de G sur E.

d. On suppose que |E| = 19 et qu'il n’y a pas de point fixe pour l'action de G sur FE.
Calculer le nombre d’orbites dans F sous 'action de G.

Applications

Exercice 6. Soit G un groupe fini non trivial dont 1’élément neutre est noté e, p un nombre
premier quelconque, et

E = {(917927‘--79;)) 191,92, -, 9p € G et 9192"'913:6}'

a. Montrer que Z/pZ agit sur F par

Le (91792,-~-79171,gi,gi+1, e 7gp) = (gi+17gi+27-~~7gp7917927 e agiflygi)
pour tout i € {1,2,...,p}.

b. Montrer que 'ensemble de points fixes pour I'action de Z/pZ sur E est

Fixzpz(E) = { (g,g,...,g) g€ Get g”:e}.
—————

p copies
c. Montrer que la cardinalité de F est |G|P~!.

d. En déduire que
IGPP'={geG:g’=¢} (mod p). (1)

Exercice 7. Déduire le théoréme de Cauchy a partir (1).

Théoréeme de Cauchy : Si G est un groupe fini non trivial et p est un nombre
premier qui divise |G/, alors il existe un élément d’ordre p dans G.

Exercice 8. Déduire a partir de (1) (avec G = S, le groupe symétrique) :

Théoréme de Wilson : Si p est un nombre premier, alors (p — 1)! = —1 (mod p).
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