MAT2250-10 THEORIE DES GROUPES AUTOMNE 2019

Feuille d’exercices 5

Exercice 1.
a. Montrer que les groupes (R, +) et (Q, +) ne sont pas isomorphes.
b. Montrer que les groupes multiplicatifs (R*, x) et (C*, X) ne sont pas isomorphes.

c. Montrer que les groupes (Z, +) et (Q,+) ne sont pas isomorphes.

Exercice 2.
a. Existe-t-il un morphisme de groupes surjectif f : Z/247 — 7 /577
b. Existe-t-il un morphisme de groupes injectif f : Z/5Z — Z/2477

Exercice 3.
a. Soit a un élément non nul de Z/317Z. Montrer que (a) = Z/317Z.

b. Soit G' un groupe et f : Z/31Z — G’ un morphisme de groupes non trivial.
Montrer que f est injectif.

c¢. Soit G un groupe et g : G — Z /237 un morphisme de groupes non trivial.
Montrer que g est surjectif.

Exercice 4. Soit G un groupe abélien fini d’ordre n et soit m € N tel que pged(m,n) = 1.
Montrer que la fonction définie par f(z) = ™ pour tout # € G est un automorphisme de G.

Exercice 5. Montrer que le groupe symétrique S est isomorphe a GLy(Z/2Z), ot GLy(Z/27Z)
est le groupe de matrices inversibles de taille 2 x 2 & coefficients dans Z/2Z.

Exercice 6. Soit f: G — G’ et g : G — G” deux morphismes de groupes.
a. Montrer que la composition g o f est un morphisme de groupes de G dans G”.
b. En déduire que I'’ensemble de morphismes de groupes de G dans G est un monoide.

c. En déduire que '’ensemble d’automorphismes de G est un groupe.

(Rappel: Un automorphisme d’un groupe G est un isomorphisme de G dans G.)

d. Montrer que le groupe d’automorphismes de (Z/87Z)* est isomorphe a Ss.

Exercice 7. Soit f : G — H et g : H — K des morphismes de groupes. Montrer que g o f
est trivial ssi im(f) C ker(g).
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Exercice 8. Montrer que si f : G — H est un morphisme de groupes injectif et si H est
abélien, alors G est abélien.

Exercice 9. Soit G = (a) un groupe monogene d’ordre fini. On considere la fonction
f:Z—-G
définie par f(k) = a* pour tout k € Z.
a. Montrer que f est une morphisme de groupes surjectif.

b. Montrer que ker(f) = nZ, ou n = ordre(a).

Exercice 10.

a. Soit X une partie non vide de S,, qui est stable pour l'opération de S,,.
Montrer que X est un sous-groupe de S,,.

b. Est-ce vrai pour une partie non vide d’un groupe G quelconque ?

Exercice 11! Soit G un groupe.
a. Montrer que Z(G) = {a € G : ab = ba pour tout b € G} est un sous-groupe de G.

b. Soit H un sous-groupe de G tel que si H' est un sous-groupe non trivial de G, alors
H C H'. Montrer que H C Z(G).

Département de Mathématiques, Université du Québec a Montréal Page 2 sur 2



