MAT2260-30 THEORIE DES ANNEAUX Hiver 2015

Devoir 2

a remettre le 239 mars 2015

Exercice 1.

a. Montrer que I'anneau Z admet la propriété suivante :

pour tout anneau unitaire A, il existe un et un seul morphisme d’anneaux 7. — A.
b. Soit B un anneau unitaire qui admet la propriété suivante :

pour tout anneau unitaire A, il existe un et un seul morphisme d’anneaur B — A.

Montrer que B = Z.

Exercice 2.
a. Montrer que Z[x1, x2] admet la propriété suivante :
pour tout anneau commutatif 7 et tous morphismes d’anneaur commutatifs
Z|x] 5 7 et Zlx] 2 Z, il existe un et un seul morphisme d’anneaus commu-

tatifs Z[xq, o] 5z qui rend commutatif le diagramme suivant

Zlz] ¢
« !
@\
Zlwy, o) ------- > 7

N
2|z

ot v et B sont les morphismes d’anneaur définis par a(x) = x1 et f(x) = 3.
b. Soit A un anneau commutatif et a : Z[z] - A et § : Z[z] - A deux morphismes
d’anneaux qui admet la propriété suivante :
pour tout anneau commutatif 7 et tous morphismes d’anneauxr commutatifs
Z|x] 5 7 et Zlx] 2 Z, il existe un et un seul morphisme d’anneaur commu-

tatifs A 2 7 qui rend commutatif le diagramme suivant.

/Z[a:] ;

R

N
Z[x]

Montrer que A = Z[xq, 3]

Département de Mathématiques, Université du Québec a Montréal Page 1 sur 2



MAT2260-30 THEORIE DES ANNEAUX Hiver 2015

Exercice 3. Soit 7 : Z — Z/nZ la surjection canonique. On définit 7 : Z[z] — (Z/nZ) [z]
par

7(ag + a17 + apa® + - - - agx?) = w(ag) + w(ar)x + w(ax)x? + - - w(aqg)z?.

a. Montrer que 7 est un morphisme d’anneaux.

b. Soit p(z) € Z[x]. Montrer que si p(z) est un polynéme unitaire et si 7(p(x)) est
irréductible dans (Z/nZ) [z], alors p(x) est irréductible dans Z|x].

c. Montrer que les polynomes suivants sont irréductibles sur Q :

2 +102%+7 2t —1022+1 ot + 7% + 1422 + 3 z® + 1.

Exercice 4.
Soit A un sous-anneau d’un anneau B.

On dit que deux éléments b,c € B sont algébriquement indépendants sur A si
pour a; ; € A, la condition Zij a; ;b'c? =0 entraine que a;; =0 pour tous i, J.

Montrer que b et ¢ sont algébriquement indépendants sur A ssi
(i) b est transcendant sur A, et

(ii) c est transcendant sur A[b].

Bonus!
(Pour ceux qui ne ont pas obtenu 15/15 sur ce probléme de l'examen 1, cela contribuera des
points a la note de l'examen 1)

Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux et I un idéal de A.
a. Expliquer pourquoi ¢(I) n’est pas forcément un idéal de B.
b. Montrer que si ¢ est surjectif, alors ¢(I) est un idéal de B.

c. Montrer que si ¢ est surjectif, alors

B/o(I) = A/(ker(p) + I).
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