MAT2260-30 THEORIE DES ANNEAUX Hiver 2015

Feuille d’exercices 2

Sur les anneaux

Exercice 1. Soit A un anneau unitaire non trivial. Montrer que l’ensemble d’éléments
inversibles dans A, muni de la multiplication de A, est un groupe.

Exercice 2. Si A est un anneau unitaire commutatif non trivial et ab est inversible dans A,
alors a et b sont inversible dans A.

Exercice 3. Soit a € A. Montrer que si a possede un inverse a gauche y et un inverse a

droite z, alors a est inversible et a™! =z = .

Exercice 4. Soit A un anneau unitaire non trivial. Si a € A tel que a®> = 0, montrer que
a+ 1 et a — 1 sont inversible dans A.

Exercice 5. Soit Cy(R) 'ensemble de fonctions continues f : R — R tels que

lim f(z) = xEIow(x) = 0.

T—r00

sin(x)
e|z|

Par exemple, f(z) = %5 et f(z) = appartiennent a Cp(R).

Montrer que Cy(R) muni de I'addition et du produit suivants

(f+9)(@) = flx) +g(x) et (f-g)(x)= f(x)g(x)

vérifie la définition d'un anneau qui ne posséde pas un élément neutre pour la multiplication.

Produit direct d’anneaux

Exercice 6. Soit A et B deux anneaux. On munit le produit cartésien A x B de deux
opérations :
(a1,b1) + (az, ba) = (a1 + az, by + by)
(01751) : (a27b2) = (al “ag, by - 52)
pour tous aj,as € A et by, by € B.

a. Montrer que A X B muni de ces deux opérations est un anneau.

S

Montrer que si A et B sont commutatifs, alors A x B est commutatif.

Montrer que si A et B sont unitaires, alors A x B est unitaire.

&~ 0

Décrire les diviseurs de zéro dans A X B.

Est-il possible que A x B ne possede pas de diviseurs de zéro ?

o

f. Décrire les éléments inversible dans A x B.

g. Est-il possible que A x B est un corps?
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Corps finis

Exercice 7. Soit K un corps & 4 éléments {0, 1, «, 5}. (En particuler, 0, 1, a, 8 sont distincts.)
a. Montrer que o? = /3.
b. Montrer que 1 + o = o?.

Dresser la table de multiplication et la table d’addition de K.

d. Montrer que (K, +) est isomorphe au groupe Z /27 x 7 /27.

o

e. Montrer que K n’est pas isomorphe a 'anneau Z/27Z x Z/27Z.

Exercice 8. Soit A un anneau unitaire. On dit que A est un anneau intégre s’il est commu-
tatif et s’il satisfait la propriété suivante :

ab =0 entraine a =0 ou b = 0.

Montrer que tout anneau integre fini est un corps (commutatif).

Sous-anneaux

Exercice 9. Soit p un nombre premier et
Zp) = {q € Q : le dénominateur de ¢ n’est pas divisible par p} .

a. Montrer que Z, forme un sous-anneau de Q.
b. Trouver les éléments inversibles et les éléments non inversibles de Z).

c. Montrer que I'ensemble des éléments non inversibles de Z, forme un sous-groupe de
(Zip), +)-
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