MAT2260-30 THEORIE DES ANNEAUX Hiver 2015

Feuille d’exercices 9

Gr : catégorie de groupes et morphismes de groupes.

Ab : catégorie de groupes abéliens et morphismes de groupes.

Ann; : catégorie d’anneaux unitaires et morphismes d’anneaux unitaires.
Evg : catégorie d’espaces vectoriel sur R et transformations linéaires.

Ens : catégorie d’ensemble dont les morphismes sont les fonctions.

Objets initials et finals dans une catégorie

Exercice 1. Soit € un catégorie.

— Un objet F' de € est un objet final (ou objet terminal) si, pour tout objet
X € Obj(©), il existe un unique morphisme X — F'.

— Un objet I de € est un objet initial si, pour tout X € Obj(€), il existe un
unique morphisme [ — X.

— Un objet NV de € est un objet nul si N est a la fois initial et final.

Montrer qu’un objet initial est unique a isomorphisme pres.

Montrer quun objet final est unique a isomorphisme pres.

Si € possede un objet nul, montrer que Home(X,Y") # () pour tous X, Y € Obj(C).
Montrer que Gr et Evi contiennent des objets nuls.

Montrer que Ens a un objet initial et un objet final, mais pas d’objet nul.

0 & 0 SR

Montrer que I'anneau Z est un objet initial dans la catégorie Ann; et que 'anneau
nul (Panneau a un seul élément) est 'objet final.

Morphismes dans une catégorie

Exercice 2. Soient X % Y et Y %5 Z deux morphisme d’une catégorie C.
a. Si f o g est un monomorphisme, alors g est un monomorphisme.
b. Si f et g sont des monomorphismes, alors f o g est un monomorphisme.
c. Si fo g est un épimorphisme, alors f est un épimorphisme.
d. Si f et g sont des épimorphisme, alors f o g est un épimorphisme.

e. Si f est un isomorphisme, alors f est un monomorphisme et un épimorphisme.

Exercice 3. Montrer que dans la catégorie Ab, les épimorphismes sont les morphismes sur-
jectifs et les monomorphismes sont les morphismes injectifs. En déduire qu’un isomorphisme
dans la catégorie Ab est un isomorphisme de groupes, et vice versa.

Exercice 4. Soit Mon la catégorie de monoides. Montrer que l'inclusion N < 7Z est un
monomorphisme et un épimorphisme, mais pas un isomorphisme.

Exercice 5. Soit Ann; la catégorie d’anneaux. Montrer que l'inclusion Z < Q est un
monomorphisme et un épimorphisme, mais pas un isomorphisme.
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< Eléments > dans une catégorie

Exercice 6. Soit F' un objet final dans la catégorie Ens.

a. Montrer qu’il y a une bijection entre les éléments d’un ensemble A et les morphismes
de Ens de la forme F' — A.

b. Si AL Bestun morphisme de Ens, montrer qu’il y a une bijection entre les éléments
de im(f) et les morphismes de la forme F — A ENyZ)

Foncteurs

Exercice 7. Soit B la catégorie dont les objets sont les ensembles finis, les morphismes sonts
les bijections, et la composition de morphismes est la composition d’applications.

a. Montrer que I'application Perm qui associe a tout ensemble fini X, ’ensemble de

permutations de X, et a toute bijection X ER Y, ’application
o — fooo f_l

est un foncteur Perm : B — Ens.

b. Montrer que l'application Liste qui associe a tout ensemble fini X, ’ensemble de

listes ordonnées ! d’éléments de X, et a toute bijection X ER Y, I'application

(X1, 29, ..., xp ] — [f(x1), f(x2),..., f(z)]

est un foncteur Liste : B — Ens.
c. Montrer que Perm(X) = Liste(X), pour chaque X € Obj(B).

d. Montrer qu’il n’existe pas de transformation naturelle entre Perm et Liste.

1. Par exemple, Liste({a,b,c}) = {[a,b, ], [a, ¢, b], [b, a, ], [b, ¢, a], [c, a,b], [c, b, a]}.
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