MAT2260-30 THEORIE DES ANNEAUX Hiver 2016

Devoir 2

a remettre le 23 mars 2016

Exercice 1. Soit B un anneau unitaire qui admet la propriété suivante :
pour tout anneau unitaire A, il existe un et un seul morphisme d’anneaux B — A.

Montrer que B = Z.

Exercice 2. Soit Z[x1, 5] I'anneau de polynomes en deux indéterminées z; et x,.
a. Montrer que Z[x1, x2] admet la propriété suivante :
pour tout anneau commutatif 7 et tous morphismes d’anneaur commutatifs
Z|x] 5 7 et Zlx] 2 Z, il existe un et un seul morphisme d’anneaus commu-

tatifs Z[xq, o] 5z qui rend commutatif le diagramme suivant

«

AN

f
Zlxy, we] =---=-- > 7

NS
a8

Zlx]
G

ot v et B sont les morphismes d’anneaur définis par a(x) = x1 et f(x) = 3.
b. Soit A un anneau commutatif et a : Z[z] - A et § : Z[z] - A deux morphismes
d’anneaux qui admet la propriété suivante :
pour tout anneau commutatif 7 et tous morphismes d’anneauxr commutatifs
Z|x] 5 7 et Zlx] 2 Z, il existe un et un seul morphisme d’anneaus commu-

tatifs A 2 7 qui rend commutatif le diagramme suivant.

/Z[a:] ;

R

N
7|z

Montrer que A = Z[xq, 3]
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Exercice 3. Soit 7 : Z — Z/nZ la surjection canonique. On définit 7 : Z[z] — (Z/nZ) [z]
par

7(ag + a17 + apa® + - - - agx?) = w(ag) + w(ar)x + w(ax)x? + - - w(aqg)z?.

a. En utilisant la propriété universelle de Z[z], montrer que 7 est un morphisme d’an-
neaux.

b. Soit p(z) € Z[x]. Montrer que si p(z) est un polynome unitaire et si 7(p(z)) est
irréductible dans (Z/nZ) [z], alors p(x) est irréductible dans Z|x].

c. Montrer que les polynomes suivants sont irréductibles sur Q :

a2t 1023 4+ 7 2 — 1022 + 1 ot 723 + 1422 + 3

Exercice 4. L’anneau des entiers de Gauss est le sous-anneau de C défini par
Z[i|={a+bi:a,beZ}.
On définit la fonction
p:Zi]" — N
z — |z)?
ou Z[i|* = Zl[i] \ {0}.
. Montrer que p(z1) < p(2122) pour tout zy, zo € Z[i]*.

=

S

. Soit 21, 29 € Z[i]*. Montrer que il existe ¢, r € Z[i] tels que
21 =qz+7T avec 1 = 0 ou ¢(r) < ¢(z2).

c. Montrer que ¢(z) > 1 pour tout z € Z[i].

d. Montrer que ¢(z) = 1 ssi z est inversible dans Z[i].

e. Montrer que si z; et 2, sont associés' dans Z[i], alors p(z1) = p(z2).

f. Montrer que si z; divise zo dans Z[i] et p(z1) = ¢(z2), alors z; et z5 sont associés.
g. Montrer que si ¢(z) est un premier dans N, alors z est irréductible dans Z][i].

h. Montrer que Z[i] / (1 4 i) est un corps de cardinalité 2.

1. z1 et z5 sont associés §’il existe un élément inversible u € Z[i] tel que z; = uzs.
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