
MAT2260-30 Théorie des Anneaux Hiver 2016

Feuille d’exercices 10

Anneaux principaux

Exercice 1. Soit A un anneau principal et a, b, c ∈ A. Montrer que si a | bc et pgcd(a, b) = 1,
alors a | c.

Exercice 2. Soit A un anneau principal et p ∈ A. Montrer que les énoncés suivants sont
équivalents.

a. p est un élément premier dans A ;

b. A/ 〈p〉 est un corps commutatif ;

c. A/ 〈p〉 est un anneau intègre.

Anneaux factoriels

Exercice 3. Soit A un anneau factoriel et I un idéal premier non trivial de A. Montrer qu’il
existe un élément p ∈ A tel que l’idéal 〈p〉 est premier et vérifie {0} ( 〈p〉 ⊆ I.

Exercice 4. Soit A un anneau factoriel et a, b ∈ A. Montrer que

pgcd(a, b) = p
min{α1,β1}
1 p

min{α2,β2}
2 · · · pmin{αt,βt}

t

ppcm(a, b) = p
max{α1,β1}
1 p

max{α2,β2}
2 · · · pmax{αt,βt}

t

où

a = w pα1
1 p

α2
2 · · · pαt

t et b = v pβ11 p
β2
2 · · · p

βt
t

avec w, v ∈ A des éléments inversibles, p1, . . . , pt ∈ A des éléments irréductibles deux-à-deux
non associés, et αi, βj des entiers positifs (éventuellement nul).

Exercice 5. Soit A un anneau factoriel et a, b ∈ A. Montrer que a et b possèdent un pgcd
et un ppcm, et que

pgcd(a, b) ppcm(a, b) = u ab,

où u est un élément inversible de A.

Exercice 6. Soit A un anneau factoriel et a, b, c ∈ A. Montrer que si a | bc et pgcd(a, b) = 1,
alors a | c.
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Exercice 7. Soit A un anneau factoriel et n ∈ N. Si f, g, h ∈ A sont tels que

f, g, h sont non nuls ; fg = hn ; f et g sont copremiers ;

montrer qu’il existe u, v ∈ A inversibles et f̃ , g̃ ∈ A tels que

f = uf̃n et g = vg̃n.

Par exemple, dans A = Z, on a

(−196)(−225) = 2102 − 196 = (−1) 142 − 225 = (−1) 252.

Exercice 8. Soit A un anneau intègre qui vérifie les deux conditions suivantes :

(i) tout élément irréductible de A est premier dans A ;

(ii) pour toute suite I0, I1, I2, . . . d’idéaux principaux de A tels que I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · · , il
existe m ≥ 0 tel que Im = Im+1 = Im+2 = · · · .

Montrer que A est un anneau factoriel.
(Indice: Revoir la démonstration du théorème que tout anneau principal est factoriel.)
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