MAT2260-30 THEORIE DES ANNEAUX Hiver 2016

Feuille d’exercices 10

Anneaux principaux

Exercice 1. Soit A un anneau principal et a, b, c € A. Montrer que si a | be et pged(a,b) = 1,
alors a | c.

Exercice 2. Soit A un anneau principal et p € A. Montrer que les énoncés suivants sont
équivalents.

a. p est un élément premier dans A;
b. A/ (p) est un corps commutatif;

c. A/ (p) est un anneau integre.

Anneaux factoriels

Exercice 3. Soit A un anneau factoriel et I un idéal premier non trivial de A. Montrer qu’il
existe un élément p € A tel que I'idéal (p) est premier et vérifie {0} C (p) C I.

Exercice 4. Soit A un anneau factoriel et a,b € A. Montrer que

min{ai,51 }p;nin{azﬁz} .. ‘p?in{atﬁt}

pged(a, b) = p;
ppem(a, b) = pyetendl ppedasdel - pmaxdan i)
ol
a=wpi'ps?--pft et b=uvp)py - pf
avec w,v € A des éléments inversibles, p1,...,p; € A des éléments irréductibles deux-a-deux

non associés, et a;, f; des entiers positifs (éventuellement nul).

Exercice 5. Soit A un anneau factoriel et a,b € A. Montrer que a et b possedent un pged
et un ppcm, et que

pged(a, b) ppem(a, b) = w.ab,

ou u est un élément inversible de A.

Exercice 6. Soit A un anneau factoriel et a, b, c € A. Montrer que si a | be et pged(a, b) = 1,
alors a | c.
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Exercice 7. Soit A un anneau factoriel et n € N. Si f, g, h € A sont tels que
f,g,h sont non nuls; fg=~h"; f et gsont copremiers;
montrer qu’il existe u,v € A inversibles et f, g € A tels que
f= uf" et g=uvg".
Par exemple, dans A =7, on a

(—196)(—225) = 210? —196 = (—1) 142 — 225 = (—1) 25

Exercice 8. Soit A un anneau integre qui vérifie les deux conditions suivantes :

(i) tout élément irréductible de A est premier dans A;

(74) pour toute suite Iy, I1, I5, ... d’idéaux principaux de A tels que Iy C [; C I, C -+, il
existe m > 0 tel que I, = I,,11 = [y =---.

Montrer que A est un anneau factoriel.
(Indice: Revoir la démonstration du théoréme que tout anneau principal est factoriel.)
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