MAT2260-30 THEORIE DES ANNEAUX Hiver 2016

Feuille d’exercices 2

Corps finis

Exercice 1. Soit K un corps a 4 éléments {0, 1, o, 5}. (En particuler, 0, 1, o, § sont distincts.)
a. Montrer que o? = 3.
b. Montrer que 1+ o = o?.

Dresser la table de multiplication et la table d’addition de K.

d. Montrer que (K, +) est isomorphe au groupe Z/27 x Z/27.

o

e. Montrer que K n’est pas isomorphe a 'anneau Z/27Z x Z/2Z.

Exercice 2. Soit A un anneau unitaire. On dit que A est un anneau intégre s’il est commu-
tatif et s’il satisfait la propriété suivante :

ab =0 entraine a =0 ou b = 0.

Montrer que tout anneau integre fini est un corps (commutatif).

Sous-anneaux
Exercice 3. Soit p un nombre premier et
Zpy = {q € Q : le dénominateur de ¢ n’est pas divisible par p} .

a. Montrer que Z,) forme un sous-anneau de Q.
b. Trouver les éléments inversibles et les éléments non inversibles de Lip).-

c. Montrer que I'’ensemble des éléments non inversibles de Z, est un sous-groupe additif
de Z(p).

Idéaux

Exercice 4. Soit A 'anneau des matrices de format 2 x 2 dont les entrées sont des nombres
réels. Montrer que le sous-ensemble suivant de A est un idéal a droite de A :

a—2b b
(e b))

Exercice 5. Soit I et J deux idéaux bilateres d’un anneau A.
a. Montrer que IJ C I N J.
b. Montrer que I.J est un idéal bilatere de A.

Est-il premier 7 maximal ?
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Exercice 6.
a. Soit a € A. On définit

pla) ={x € A:ax=0}.
Montrer que p(a) est un idéal a droite de A.
b. Soit I un idéal a gauche de A. On définit
AI)={a€ A:ax =0 pour tout x € I}.
Montrer que I est un idéal bilatere de A.

Exercice 7. Soit A un anneau unitaire commutatif qui ne possede pas d’idéaux autre que
{0} et A. Montrer que A est un corps.

Exercice 8. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux commutatifs.
a. Montrer que si P est un idéal premier de B, alors f~'(P) est un idéal premier de A.

b. Déterminer si I’énoncé suivant est vrai : si P est un idéal maximal de B, alors f~!(P)
est un idéal maximal de A.

Exercice 9. Soit A un anneau commutatif. On note Spec(A) I'ensemble d’idéaux premiers
de A. Pour toute partie S de A, on définit

V(S) ={P € Spec(A) : S C P}.

a. V({1}) = 0.
b. V({0}) = Spec(A).
c. Sil et J sontidéaux de A, alors V(INJ)=V(I)UV(J).

d. Si I est le plus petit idéal de A contenant S, alors V(S) = V(I).

e. Si (E;); est une famille de parties de A, alors

1% (U E> = OV(Ei).

(Cet exercice montre que les ensembles V(S), S C A, sont les fermés d’une topologie sur
Spec(A) appelée la topologie de Zariski sur le spectre premier de 'anneau commutatif A.)

Exercice 10. (La notion d’idéal premier dans un anneau non commutatif.)

Soit A un anneau (pas nécessairement commutatif). On dit qu'un idéal propre P de A est :
— premier si ab € P entraine a € P ou b € P pour tous éléments a,b € P ;
— primordial si IJ C P entraine I C P ou J C P pour tous idéaux I et J de A.

a. Montrer que si P est premier, alors P est primordial.

b. Montrer que si A est commutatif, alors P est primordial ssi P est premier.

c. Montrer que I'idéal nul de 'anneau Mat,, ., (R) est primordial, mais pas premier.
d

. Montrer qu’un idéal maximal est primordial.
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