MAT2260-30 THEORIE DES ANNEAUX Hiver 2016

Feuille d’exercices 6

Polynémes sur un anneau qui n’est pas integre

Exercice 1.
a. Montrer que 22 + 8 possede 4 racines sur Z/127Z.

b. Montrer que z? + 8 € (Z/12Z)[z] admet plus qu'une factorisation sous la forme
p1(x)pe(z) avec pi(x), po(z) € (Z/127)[z] des polynomes unitaires de degré 1.

Exercice 2. Soit A un anneau tel que a®> = a et a +a = 0 pour a € A. Montrer que tout

élément de A est une racine du polynome 2% + z € Alx].

Polynoémes irréductibles

Exercice 3.
a. Trouver un nombre premier p pour lequel 22 — 2 est irréductible sur Z/pZ.

b. Trouver un nombre premier p pour lequel 2% — 2 n’est pas irréductible sur Z/pZ.

Exercice 4.
a. Montrer que 2% + 2 est irréductible sur Z/5Z.
b. Factoriser z* — 4 en facteurs irréductibles sur Z/5Z.

c. Déterminer si 2% + 2% + x + 2 est irréductible sur Z/5Z. S’il n’est pas irréductible,
factoriser le polynome en facteurs irréductibles.

Théoreme de factorisation unique pour ’anneau de polynémes sur un corps

Exercice 5. Soit K un corps et n € N. Si f(z),g(z), h(z) € K|x] sont tels que
f(z),g(x), h(x) sont non nuls;  f(z)g(z) = h(z)"; f(x) et g(x) sont copremiers;

montrer qu’il existe u,v € K inversibles et f(z),g(x) € Klx] tels que

fle) =uf(e)” et g(z)=ovg(z)"
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