MAT3100 MODULES ET REPRESENTATIONS AUTOMNE 2012

Feuille d’exercices : Modules, sous-modules, sommes directes

Exercice 1. Soient V' un K-espace vectoriel de dimension finie et U et W deux sous-espace
de V tels que V.= U @ W. On définit application proj,; : V. — V par proj,(u + w) = u
pour tout u € U et tout w € W.

a. Montrer que proj,; € End(V).
b. Montrer que I'image de proj;; est U.
c. Montrer que le noyau de proj;; est W.

d. Montrer que projg, = proj .

Exercice 2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. Une transformation linéaire
m: V. — V est une projection si m om = 7. Soit w : V' — V une projection. Montrer que
V = im(m) @ ker(m).

Exercice 3. Soit V un G-module. L’ensemble des invariants (ou G-invariants) de V est
V¢ ={veV:gv=wvpourtout g € G}.

Montrer que V& est un sous-module de V.

Exercice 4. Soient S, le groupe symétrique sur n éléments et KS, sa représentation
réguliere. Alors KS,, posséde une base B = {v, : 7 € S,} indexée par les éléments de
S, dont 'action de ¢ € S, est donné par o - v, = v,,. Montrer que le sous-espace engendré
par I'élément ) o sign(7)v, est un sous-module de K.S,,.

Exercice 5. Soit U un sous-module d'un G-module V. Montrer que I’espace vectoriel
quotient V/U muni de la multiplication g - (v + U) = (g - v) + U est un G-module.

Exercice 6. Soient U et W deux sous-modules d'un G-module V.
a. Montrer que U N W est un sous-module de V.
b. Montrer que U+ W ={u+w:u € U,w € W} est un sous-module de V.
c. Montrer que V=U& W ssiV=U+W et UNW = {0}.
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