MAT3100 MODULES ET REPRESENTATIONS AUTOMNE 2012

Feuille d’exercices : Produits tensoriels

Exercice 1. Soient V, W deux espace vectoriel tel que dim(W) = 1. Montrer que VW = V.

Exercice 2. Soient U, V', W trois espaces vectoriels. Montrer que

UaV)oW 2 (UoW)a (Ve Ww).

Exercice 3. Soient GG un groupe fini, V un CG-module, et W un CG-module tel que
dim(W') = 1. Montrer que V ® W est simple ssi V' est simple.

Exercice 4. Soient Viiy, Viigne €t Vita les Sy-modules trivial, signe et standard, resp.

a. Calculer les caracteres et les dimensions des modules suivants :
- S(Wriv ® ‘/triv)
- A(‘/signe X ‘/;igne)
— A(Viga @ Vita)
- S((Vjcriv 7] ‘/;igne) X (V{;riv S¥ ‘/signe))

b. Déterminer si les modules ci-dessus sont simples.

Exercice 5. Soient V et W deux G-modules sur un corps K et soit Homg (V, W) 'ensemble
des applications K-linéaires de V' vers W. RappelerE] que Homg (V, W) est un G-module, ou

(9-9)(v) = g(e(g~"v)) pour ¢ € Homg(V, W) et g € G.

a. Calculer le caractere du G-module Homg (V, W).

b. Calculer le caractere du G-module W @ V*, on V* = Homg(V,K) et K est considéré
comme un G-module avec la structure de G-module trivial : g- k = k pour tout k € K.

c. En déduire que W ® V* = Homg (V, W).

1. Exercice 5 de la feuille d’exercices sur les morphismes de modules
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