MAT3505-10 SEMINAIRE DE MATHEMATIQUES AUTOMNE 2017

Feuille d’exercices 4

Représentations

Exercice 1. Soit D, le groupe des isométries du carré a sommets (1,1), (—1,1), (=1, —1)
et (1,—1) dans R

a. Choisir une base de R? et exprimer les isométries dans cette base.

b. Déterminer si cette représentation matricielle de D, est irréductible.

Exercice 2. (Restriction d’une représentation a une sous-groupe) Soit € : S5 — GL2(C) la
représentation standard de Ss, et H le sous-groupe de S3 engendré par le cycle (1,2, 3).

a. Montrer que la restriction &|y : H — GL2(C) est une représentation de H.

b. Montrer que cette représentation n’est pas irréductible.

Exercice 3. Soit p : G — GL,(C) une représentation matricielle de G de dimension n.
Montrer que 'application g — det(p(g)) est une représentation de G de dimension 1.

Exercice 4. Soit ¢ : H — G un morphisme de groupes et p : G — GL(V') une représentation.
a. Montrer que la composition p o ¢ est une représentation de H.

b. Montrer que si p est irréductible et ¢ est surjectif, alors p o ¢ est irréductible.

Sous-modules / sous-modules simples

Exercice 5. Soit CS,, le module régulier du groupe symétrique 5,,. Rappeler que CS,, a une
base B = {v, : 7 € S,,} indexée par les éléments de S,, dont la multiplication par o € S, est

0 Uy = VUgor-

Montrer que le sous-espace vectoriel de CS,, engendré par I'élément ) o sign(7) v, est un
sous-module de CS,, de dimension 1.

Exercice 6. Soit U et W deux sous-modules d’'un G-module V.
a. Montrer que U N W est un sous-module de V.
b. Montrer que si U est simple, alors UNW = {0} ou UNW =U.
c. Montrer que si U et W sont simple, alors UNW = {0} ou U = W.

Exercice 7. Soit G un groupe fini et V' un G-module sur C de dimension 3. Montrer que V'
est simple ssi il n’existe pas un vecteur v € V' tel que gv € Cv pour tout g € G.
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Théoréme de Maschke

Exercice 8. Soit G un groupe fini et ¢ € G. Montrer que p(g) est la matrice identité
pour toute représentation irréductible p : G — GL4(C) ssi g = e (élément neutre de G).
Autrement dit,

N terlp) = feh

p:G—GL4(C)
p irréductible

(Indice: appliquer le Théoréme de Maschke a la représentation réguliére.)
Exercice 9. (Contre-example au Théoréme de Maschke dont la caractéristique du corps

divise l'ordre du groupe.) Soit p un nombre premier, F, = Z/pZ et C, = {1,9,9*, ..., 9"}
le groupe cyclique a p éléments. Soit ¢ : C,, = GLy(IF,) Papplication définie par

plg) = (é ‘i)

a. Montrer que V = IFIQJ est un C)-module de dimension 2.

pour tout j € {0,1,...,p—1}.

b. Montrer que le sous-espace U de V' engendré par e; est un sous-module de V.

c. Montrer qu’il n’existe pas de sous-module W de V tel que V.=U & W.

Sommes directes

Exercice 10. Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie. Une transformation linéaire
m:V — V est une projection si m om = m. Montrer que si m : V' — V est une projection,
alors V' = im(7) @ ker(r).
Exercice 11. Soit U et W deux sous-modules d’'un G-module V.

a. Montrer que U N W est un sous-module de V.

b. Montrer que U+ W ={u+w:u € U,w € W} est un sous-module de V.

c. Montrer que V=U®WssiV=U+W et UNnW = {0}.
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