MAT3505-10 SEMINAIRE DE MATHEMATIQUES AUTOMNE 2017

Feuille d’exercices 6

Exercice 1. Soit x,¢, le caractere de la représentation réguliere d’'un groupe fini G. Montrer
que pour tout caractere ¢ de G, on a (Xy¢y, 1) = P(€).

Exercice 2. Soit 9, le groupe symétrique. Montrer que la fonction y : S,, — C définie par
xo)=|{1<i<n:a(i)=1d}|-1,

pour toute permutation o € S, est un caractere de .S,,.

Exercice 3. Soit G un groupe fini, Z(G) le centre de G, et xi, x2,---, Xk les caracteres
irréductibles de G.

a. Montrer que

Z2(G) = {9 €eG: ZXi(g)Xi(g_l> = |G|} :

i=1

b. Montrer que
Z(G) = ﬂ {9€G:Ixilg) =xile)}-

c. Montrer que si x est un caracteére irréductible de G tel que ker(y) = {e}, alors

Z(G)={g9€G:|x(g)=x(e)}.

Exercice 4. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Si 1) est un caractere
irréductible de H, alors il existe un caractere irréductible x de G tel que

<X‘H’w>H 7 0.

Ici,
- X’ 5 est la restriction de la fonction x : G — C a H; et

- < X} e z/1> 5 est le produit scalaire défini sur I’ensemble de fonctions sur H ; c¢’est-a-dire,
1 R
(T, )y = FZT(@ (h)

(Indice: Calculer le produit scalaire du caractére régulier de G et v de deux fagons différentes.)

Exercice 5. Soit p une représentation matricielle complexe d'un groupe fini G.
a. Montrer que I'application 6(g) = det(p(g)) est un caractere linéaire de G.

b. Montrer que G/ ker(9) est abélien.

c. Montrer que si G possede un élément g tel que §(g) = —1,
alors G possede un sous-groupe normal d’indice 2.
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Exercice 6. Soit x un caractere d’un groupe fini G et g un élément d’ordre 2 de G.
a. Montrer que x(g) est un entier.
b. Montrer que x(g) = x(e) mod 2, ou e est 1’élément neutre de G.

c. Montrer que x(g) = x(e) mod 4 ou G posseéde un sous-groupe normal d’indice 2.

Exercice 7. Soit G le sous-groupe du groupe symétrique S; engendré par les permutations

suivantes.
(1 2 6 7 5_1234567
“=\2 3 71 “\1 357246

. Vérifier que a” = ¢, b3 = ¢, b= laba=? = ¢, ol € est la permutation identité.

3 4 5
4 5 6

s}

j=

. Montrer que G est d’ordre 21.
c. Calculer les classes de conjugaison de G.

d. Calculer la table de caracteres de G.

Exercice 8! Soit G un groupe fini dont le centre de tout sous-groupe de Sylow de G est
cyclique. Montrer que G possede un caractere irréductible x vérifiant ker(x) = {e}.
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