
MAT3505-10 Séminaire de mathématiques Hiver 2019

Devoir 3
à remettre le 9 avril 2019

Exercice 1. Soit χ est un caractère d’un groupe fini G. On note par det(χ) l’application de
G dans C définie par

det(χ)(g) = det(ρ(g)) pour tout g ∈ G,
où ρ est une représentation de G de caractère χ.

a. Montrer que det(χ) est bien-définie : plus précisément, montrer que si ρ et ρ′ sont deux
représentations de G de caractère χ, alors det(ρ(g)) = det(ρ′(g)) pour tout g ∈ G.

b. Montrer que det(χ) est un caractère linéaire de G.

c. Montrer que si χ(e) = 2, alors χA = det(χ).

d. Montrer que si χ(e) = 2, alors ι(χ) = −1 ssi det(χ) = 1G,
où ι(χ) est l’indicateur de Frobenius–Schur de χ, et 1G est le caractère trivial de G.

e. Soit χ et ψ deux caractères de G. Exprimer det(χψ) en termes de det(χ) et det(ψ).

f. Soit H un sous-groupe de G et ψ un caractère de H tel que det(ψ) = 1H .
Posons χ = IndGH(ψ). Montrer que det(χ)2 = 1G.

Exercice 2. Soit H le sous-groupe de S3 engendré par la permutation c = ( 1 2 3
2 3 1 ) et ρ la

représentation de H définie par

ρ : H −→ C
c 7−→ ω,

où ω = e2πi/3. Soit IndS3
H (ρ) la représentation de S3 induite par ρ.

a. Montrer que la dimension de la représentation induite IndS3
H (ρ) est égale à 2.

b. Calculer les matrices de tout élément σ ∈ S3 dans la représentation induite IndS3
H (ρ).

c. Calculer le caractère de IndS3
H (ρ) :

(i) en utilisant les matrices obtenues dans la partie précédente ; et
(ii) à l’aide de la formule d’un caractère induit : IndGH(χ) = 1

|H|
∑

a∈G χ̂(a−1ga).

d. Exprimer le caractère de IndS3
H (ρ) comme somme de caractères irréductibles de S3.

e. Soit S2 le sous-groupe de S3 engendré par la permutation ( 1 2 3
2 1 3 ).

Exprimer ResS3
S2

(IndS3
H (ρ)) comme somme de caractères irréductibles de S2.
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Exercice 3. Soit H un sous-groupe de G, ψ un caractère de H, et χ un caractère de G.

a. Expliquer pourquoi le produit χ IndGH(ψ) est un caractère de G.

b. Expliquer pourquoi le produit ψResGH(χ) est un caractère de H.

c. Expliquer pourquoi IndGH
(
ψResGH(χ)

)
est un caractère de G.

d. Montrer que

IndGH

(
ψResGH(χ)

)
= χ IndGH(ψ).

(Indice: Calculer le produit scalaire des deux côtés avec tout caractère irréductible de G.)
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