MAT3505-10 SEMINAIRE DE MATHEMATIQUES HIvER 2019

Feuille d’exercices 7

Matrice de Vandermonde

Exercice 1. Soit x1, 79, . .., z, des nombres complexes. Notons par V(xy, ..., x,) la matrice
de Vandermonde associée a x1,...,x, :
2 n—1
1z 27 -+ 2
1 29 22 -0 bt
V(QJlu ,ZEn) = .
2 n—1
1 z, =z x,
a. Montrer que det(V (z1,... 7)) = [ cicjcn (@ — 20).
b. En déduire que det(V (x1,...,x,)) est non nul ssi x4, ..., z, sont distincts.
9 ? 9 J
Exercice 2. Soit 21, 23, ..., 2, des nombres complexes.

a. Montrer que

Z1 29 Zn 1 1 1
22 25 e 22 z1 29 Zn
det | | o | = z122... 2z, det )
n n n n—1 n—1 n—1
Zl ZQ A Z?’L Zl 22 Z?’l
En déduire que le déterminant est non nul ssi zq, ..., 2z, sont non nuls est distincts.
b. Montrer que si 2§ + 25+ -+ 28 = 0 pour tout k € {1,...,n}, alors 2y = --- = 2, = 0.

Exercice 3. Soit un polynome unitaire de degré n qui possede n racines distinctes
p(r)=a"+cp 2" et o= (= M) (T — Ag) - (T — \y).

Montrer que

00 -+ 0 —c (A 0 0 -+ 0
10 -+ 0 —q 0O X O - 0
VO,...,A) |01 - 00— [ V(... 0) =10 0 As - 0
00 - 1 —co] 000 0 - A
ou V(Ay, ..., \,) est la matrice de Vandermonde associée a Aq, ..., \,.
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Produit tensoriel

Exercice 4. Soit G un groupe fini, et V' et W des G-modules sur C tels que dim(WW) = 1.
Montrer que V ® W est un G—-module simple ssi V' est un G—module simple.

Exercice 5. Soit G un groupe fini, V un G—module et g € G. Soit Aq, Ag, ..., A\g les valeurs
propres de g sur V. Calculer les valeurs propres de g sur S(V @ V) et A(V & V).

Exercice 6. Soit Viyiv, Viigne €t Vita les Sy—modules trivial, signe et standard, respectivement.

a. Calculer les caracteres et les dimensions des S;—modules suivants : (i) S(Visiy ® Viviv)
(11> A(‘/signe Y ‘/signe> (111) A(‘/std ® V;td) <1V) S((%riv S5 ‘/;igne) ® (V;riv NP ‘/signe))~

b. Déterminer si les Sy;—modules ci-dessus sont simples.

Exercice 7. Soit G et H deux groupes finis. Pour o : G — C et §: H — C, on note par
a x [ la fonction de G x H dans C définie par

(a x B)(g,h) = a(g)B(h) pour tout (g,h) € G x H.

a. Montrer que deux éléments (g, h) et (¢',h') de G x H sont conjugués ssi g et ¢’ sont
conjugués dans G et h et h’ sont conjugués dans H.

b. Montrer que si « est une fonction centrale de G et [ est une fonction centrale de H,
alors oo X (8 est une fonction centrale de G x H.

c. Montrer que si x est un caractere de G est 1 est un caractere de H, alors y x ¢ est

un caractere de G' x H. (Indice: considérer le produit tensoriel des modules associés)
d. Montrer que si x1, o, - .., Xs sont tous les caracteres irréductibles distincts de G, et
1,9, ..., sont tous les caracteres irréductibles distincts de H, alors x; x v, sont

tous les caracteres irréductibles distincts de G x H.

e. Déterminer la table de caracteres de S3 x Z/27Z.

Indicateur de Frobenius—Schur

Exercice 8. Soit x un caractere linéaire et ¢(x) son indicateur de Frobenius—Schur. Montrer

que
L x=X

Wx) = -

{07 X # X

Exercice 9. Déterminer I'indicateur de Frobenius—Schur de chaque caractere irréductible du
groupe diedral Dy (isométries du carré) et du groupe des quaternions ). Comme les tables
de caracteres de D, et @) coincident, I'indicateur de Frobenius—Schur nous donne une fagon
de distinguer entre les groupes Dy et Q.
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