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Exercice 1. Soient deux suites exactes courtes de R–modules à gauche :

0 −→M1
i1−→ P1

f−→M −→ 0 et 0 −→M2
i2−→ P2

g−→M −→ 0

Montrer que si P1 et P2 sont projectifs, alors M1 ⊕ P2
∼= M2 ⊕ P1.

(Indication : montrer qu’il existe une suite exacte de la forme 0→ K → X
πi−→ Pi → 0.)

Exercice 2. Soit B′
i−→ B et B

p−−→ B′′ deux morphismes de R–modules à gauche. Si, pour
tout R–module à gauche M ,

0 −→ HomR(B′′,M)
p∗−→ HomR(B,M)

i∗−→ HomR(B′,M) −→ 0

est une suite exacte, montrer que

0 −→ B′
i−→ B

p−→ B′′ −→ 0

est une suite exacte scindée de R–modules.

Exercice 3. Soit P un R–module à droite.

a. Montrer que HomZ(P,Q/Z) est un R–module à gauche par r · f : a 7→ f(a · r).

b. Montrer que si P est projectif, alors HomZ(P,Q/Z) est un R–module à gauche injectif.

Exercice 4. Montrer que P est projectif ssi pour tout épimorphisme f : I → J avec I
injectif et tout morphisme u : P → J il existe Θ : P → I tel que f ◦Θ = u.

P

JI 0
f

u
Θ
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Exercice 5. Soit Cd le groupe cyclique d’ordre d avec générateur t. Alors Z devient un
ZCd–module via l’action triviale : t · n = n pour tout n ∈ Z.

a. Montrer que l’application ε : ZCd → Z donné par

ε

(
d−1∑
i=0

ai t
i

)
=

d−1∑
i=0

ai

est un morphisme de ZCd–modules.

b. Pour chaque n ∈ N, on pose que
Pn = ZCd.

Pour chaque n ≥ 1, on définit dn : Pn −→ Pn−1, pour tout x ∈ Pn, par

dn(x) =

{
x · (t− 1), si n est impair,

x · (1 + t + t2 + · · ·+ td−1), si n est pair.

Montrer que dn est un morphisme de ZCd–modules.

c. Montrer que

· · · −→ Pn
dn−→ Pn−1

dn−1−−−→ · · · −→ P1
d1−→ P0

ε−→ Z −→ 0

est une résolution projective de Z en tant que ZCd–module.

d. Calculer TorZCdn (Z, A) pour tout n ≥ 0 et tout ZCd–module A :

TorZCdn (Z, A) =


ACd , si n = 0,

ACd / im(N ), si n est impair,

ker(N ) / (t− 1)A, si n est pair,

où N : A→ A est donné par N (a) = (1 + t + t2 + · · ·+ td−1) · a.

e. En déduire que Z n’admet pas de résolution projective finie ; en d’autres termes, mon-
trer que si

· · · → P2 → P1 → P0 → Z→ 0

est une résolution projective de Z, alors Pn 6= 0 pour tout n ≥ 0.
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