MAT7200 ALGEBRE HOMOLOGIQUE Hiver 2013

Devoir 3

a remettre le 28 mars 2013

Exercice 1. Soit A et B deux objets d’une catégorie additive €.
a. Soit (AU B, «, ) un coproduit de A et B. Montrer que « et 5 sont monomorphismes.

. f
« .
N

b. Enoncer (sans démonstration) le dual de la partie précédente.
c. Soit € et ¥ deux catégories additives. Si T : € — Z est un foncteur additif, alors

T(AUB) = T(A)UT(B).

(Donner une démonstration détaillée justifiée par les axiomes trouver dans la définition
d’une catégorie additive.)

Exercice 2.

a. Soit (D, a, B) un produit fibré des R—morphismes f et g.

o
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Montrer que si f est un monomorphisme, alors « est un monomorphisme, et que si f
est un épimorphisme, alors a est un épimorphisme.

b. Enoncer (sans démonstration) le dual de la partie précédente.

c. Soit un diagramme commutatif de g Mod

g h
0 > A > C > E > 0

/ B lg

0 > B

Y

D

Y

E

Y

0

ou les lignes sont exactes. Montrer que (D, a, 3) est la somme amalgamée de f et g.
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Exercice 3.
a. Montrer que Hompg(P, R) # {0} si P est un R—module projectif non nul.
b. Soit g P un R—module de type fini. Montrer que P est projectif ssi 1p € im(v), ou

v : Homg(P, R) ® g P — Hompg(P, P)
v(f@x)(y) = fly)x

Exercice 4. Soit
0—A—B—C—70

une suite exacte courte de R—modules. Montrer que si A et C sont plats, alors B est plat.

Exercice 5. Soient K un corps et R = K[z, 23] 'anneau de polyndémes a deux variables a
coefficients dans K. Alors K = R/I est un R—module, ou [ est I'idéal engendré par z; et z.

a. Montrer que la suite suivante est une résolution projective de K en tant que R—module :

0% R ReoR-“5 R4 k%50
ou, pour tous r,7’ € R,
d3(r) =0 dy(r) = (rog, —ra1)  di((r,7")) = 1oy +0'my do(r) =7+ 1

b. Appliquer le foncteur K ® g — a la résolution projective ci-dessus et calculer les R—
modules quotients ker(1 ® d,,)/im(1 ® d,,41) pour n € {0,1,2}.

c. Appliquer le foncteur Hompg(—,K) & la résolution projective ci-dessus et calculer les
R-modules quotients ker(d;,,,)/im(d},) pour n € {0,1,2}.
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