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Devoir 4

a remettre le 16 avril 2013

Notation. On note un complexe par A et ses morphismes par d’' ; par exemple,

d4 dA
n+1 n
A o — A A A —

Un morphisme de complexe est noté f = (fu)nez : A — C.

Exercice 1. Soient &7 une catégorie abélienne et

0-A-SBXC—=0

une suite exacte courte de Comp() tel que d2 =0, dZ =0, et d5 = 0 pour tout n € Z.
a. Calculer les morphismes de liaison associés a la suite exacte courte.
b. Calculer la suite exacte longue d’homologie associée a la suite exacte courte.

c. Vérifier directement que la suite exacte longue de la partie précédente est exacte.

Exercice 2. Soient A et B deux objets d’une catégorie abélienne 7.

a. Montrer que
C: o505 02A5A4A9BL5B-0—-50—---

est un complexe acyclique, ou « et ¢ sont donné par la définition de (co)produit.
(Donner une démonstration qui n'utilise pas le théoreme de Freyd et Mitchell.)

b. Montrer que 1¢ et Oc sont homotopes.

Exercice 3. Soient ./ une catégorie abélienne, P un objet projectif de o7, et k € Z. Soit
X*(1p) le complexe

Sk1p): - —0—0 W0 p d=ley p B0 gy

a. Montrer que X*(1p) est un objet projectif de Comp(.#).

b. Montrer que si o/ possede assez d’objets projectifs, alors Comp(%7) possede assez
d’objets projectifs.
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Exercice 4. Soient f : A — C un morphisme de complexes de R-modules. Pour chaque
n € Z, on pose que
cone(f), =A,1PDC,

et on définit
df = d;:l()ne(f) : c()ne(f)n — C6ne<f)n71

n (a.0) — (= dii@), dS(0) = furr(a))

Si I’on considere les éléments de A,,_; & C,, comme des vecteurs [ %], alors d/ s’exprime comme
a1 = ~dy_y 0] [a _ —dj_(a)
Ple] T = A7 [e] T [ fama(a) +dE ()]
a. Montrer que cone(f) est un complexe (appelé cone sur f).

b. Soit A[—1] le complexe obtenu de A en augmentant les indices de 1 : pour tout n € Z,
Al-1],=A,, et aV=_g' .
Montrer qu’il existe une suite exacte courte de complexes

0 — C — cone(f) — A[-1] — 0

ol u,(c) = (0, ¢) pour tout ¢ € C, et v,(a,c) = —a pour tout (a,c) € cone(f).

c. Montrer que le morphisme de liaison
O+ H,(A]-1]) —» H, 1(C)

est égal & H,,_1(f), le morphisme induit de f.

d. Montrer que cone(f) est acyclique ssi H,(f) est un isomorphisme pour tout n € Z.
En déduire que céne(1lc) est acyclique.

e. Soit C un complexe de r Mod tel que, pour tout n € Z, on a que C,, est projectif et
d¢ = 0. Montrer que céne(1c) est un objet projectif de Comp(r Mod).

Remarque : La réciproque est aussi vraie ; tout objet projectif de Comp(r Mod)
est isomorphe a cone(lc), ou C, est projectif et d5 = 0 pour tout n € Z.
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