MAT7200 ALGEBRE HOMOLOGIQUE Hiver 2013

Feuille d’exercices 5

Notation. On note un complexe par A et ses morphismes par d?' ; par exemple,

a4 dA
n+1 n
A: . — A, — AL A —

Un morphisme de complexe est noté f = (fu)nez : A — C.

Exercice 1. Montrer que P est projectif ssi pour tout épimorphisme f : I — J avec [
injectif et tout morphisme u : P — J il existe © : P — [ tel que f o © = u.

Exercice 2. Soient &7 et % deux catégories abéliennes.

a. Soient F' : &/ — 2 un foncteur additif, et f,g : C — C’ deux morphismes de
Comp(/). Montrer que si f et g sont homotopes, alors F'(f) et F(¢g) sont homotopes.

b. Soient g : A — Bet f: B — C deux morphismes de Comp(.7). Montrer que si f ~ 0
ou si g~ 0, alors fog~0.

Exercice 3. Montrer que la suite de Z/4Z-modules
22747 225 7/47 25 7 /4Z — - -

est une suite exacte qui consiste d’objets projectifs de 2,4z Mod, mais qui n’est pas un objet
projectif de Comp(z/szMod).

Exercice 4.
a. Montrer que chaque sous-groupe fini de Q/Z est isomorphe a Z/nZ, ou n € N.
b. Montrer que Q/Z est la limite inductive de ces sous-groupes finis : Q/Z = hg{z /nZ}pen.

Exercice 5. Soient «, ¢ et ¢ des morphismes d’une catégorie abélienne 7 :
ALH A8 BEC

a. Si ¢ est un monomorphisme, alors ker(p o o) = ker(a).

b. Si ¢ est un épimorphisme, alors coker(a o 1)) = coker(a).
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Exercice 6. Montrer que o — K (/) est un foncteur.

Exercice 7. Soit 0 — A 5 B % C — 0 une suite exacte de R-modules & gauche.

a. Montrer que si A et C sont de type fini, alors C est de type fini. Plus précisément,
montrer que si A est engendré par m éléments et C' est engendré par n éléments, alors
B est engendré par m + n éléments.

b. Montrer que si A et C' sont de présentation finie, alors B est de présentation finie.

Exercice 8. Soient R un anneau integre et 0 — A % B2 € = 0 une suite exacte courte
de R—modules. Montrer que si A et C' sont des modules de torsion, alors B est de torsion.

Exercice 9. Soit un diagramme commutatif dans une catégorie abélienne o7
P—"—> A
|
B S

a. Montrer que la composition de P - A® B et A& B — S est 0 ssi le carré commute.

S

b. Montrer que la suite 0 - P — A® B — S est exacte ssi (P, «, ) est un produit fibré
de f et g.

c. Montrer que la suite P — A® B — S — 0 est exacte ssi (5, f,g) est une somme
amalgamée de a et .

d. Soit (P, a, ) un produit fibré de f et g. Montrer que ker(f) = foker(«). (Vérifier que
B o ker(a) est un noyau de f.) En déduire que f est un monomorphisme ssi a est un
monomorphisme.

e. Soit (9, f, g) une somme amalgamée de « et 8. Montrer que si « est un monomorphisme,
alors (P, «, B) est un produit fibré de f et g. En déduire que si @ est un monomorphisme,
alors f est un monomorphisme.

f. Soit (P, «, ) un produit fibré de f et g. Montrer que si f est un épimorphisme, alors
a est un épimorphisme.
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