MAT7200 ALGEBRE HOMOLOGIQUE Hiver 2013

Feuille d’exercices 6

Exercice 1. Soit A 2+ B -2+ ¢ 25 D -5 F une suite exacte de R-modules.
a. Montrer que « est surjectif ssi v est injectif.
b. Montrer que si « et § sont isomorphisme, alors C' = {0}.

c. Montrer que la suite
0 — coker(a) — C N ker(9) — 0

est exacte, ou ¢(b+ im(a)) = S(b) et Y(c) = y(c).

Exercice 2. Soient f: A — Bet g: B — C deux R—morphismes. Montrer que 1’'on a une
suite exacte

0 — ker(f) — ker(g o f) — ker(g) — coker(f) — coker(go f) — coker(g) — 0

Exercice 3. Soit f : C — C’ un morphisme de complexes. Montrer que, si Ker(f) et
Coker(f) sont des complexes exacts, alors H,(f) est un isomorphisme pour tout n.

Exercice 4. Soient R un anneau et / un idéal nilpotent de R. (Un idéal I de R est dit
nilpotent s’l existe n € N tel que I"™ = 0.) Montrer que M est un R—module plat ssi M/TM
est un R/I-module plat et le morphisme canonique I ® g M — M est injectif.

Exercice 5. Soit R — S un morphisme d’anneaux tel que S est un R—module plat. Montrer
que Tor®(M, N) ®g B = Tor’ (M @ B, N ®f B).

Exercice 6. Soient [/ un idéal a droite et J un idéal a gauche de 'anneau R. Montrer que

Tor® (R/I,R/J) = (INJ)/IJ.

Exercice 7. Soit G un groupe abélien. Montrer que le foncteur 7' = Tor%(G, —) est exact &
gauche et calculer ses foncteurs dérivés a droite R, T
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