MAT 541: Modules et matrices

Chapitre 1: Modules

1.1. Définitions et exemples

On commence par un rappel de la notion d’'un anneau.
1.1.1. Définition. Un anneau est un ensemble non vide A muni d’une addition
+:AxA—A:(a,b)—a+b

et d’une multiplication

o: AxA— A:(a,b)— ab

satisfaisant aux axiomes suivants:
(1) 1l existe un zéro, noté 04, tel que (A, +,04) est un groupe abélien.
(2) (ab)c = a(bc) pour tous a,b,c € A.
(3) il existe un identité, noté 14, tel que 14a = a, pour tout a € A.
(4) a(b+ ¢) = ab+ ac et (a+ b)c = ac + be, pour tous a, b, c € A.

En outre, A est dit commutatif si ab = ba, pour tous a,b € A; et trivial si A = {04}.

Remarque. (1) A = {04} si, et seulement si, 14 = 04.

(2) On note A* ={a € A|a#04}.

Exemple. (1) L’ensemble Z des entiers est un anneau commutatif pour I'addition et la
multiplication usuelles.

(2) L’ensemble Z[\/=5] = {a + b\/=5 | a,b € Z} des entiers de Gauss est un anneau
commutatif pour I'addition et la multiplication usuelles.

(3) Si A est un anneau commutatif, alors 1’ensemble Alx| des polynomes sur A est un
anneau commutatif pour les opérations usuelles.

(4) Si A est un anneau alors, pour tout n > 1, 'ensemble M,,(A) des matrices carrées
sur A est un anneau. Remarquons que si A est non trivial et n > 1, alors M, (A) est non

commutatif méme si A est commutatif.



1.1.2. Définition. Soit A un anneau non trivial.

(1) On dit que a € A* est inversible s’il existe b € A tel que ab = ba = 14. Dans ce cas,
b est appelé inverse de a et noté a=!.

(2) On dit que A est un corps-gauche si tout a € A* est inversible.

(3) On dit que A est un corps si A est un corps-gauche commutatif.

Exemple. (1) Dans 'anneau commutatif Z, les éléments inversibles sont 1 et —1.
(2) Les ensembles Q, R et C des nombres rationnels, des nombres réels et des nombres
complexes, respectivement, sont des corps pour l'addition et la multiplication usuelles.

(3) L’ensemble des quaternions

H={a+bi+cj+dk|abcdecR}

est un corps-gauche dont 1’addition est usuelle et la multiplication est définie par i = j? =

K= —1,ij=—ji=k, jk=—kj=iet ki=—ik=j.
(4) Soit K[z] 'anneau des polynémes sur un corps K. Si f(x) € K[z, alors f(z) est

inversible si et seulement si f = a avec a € K*.

1.1.3. Définition. Soit A un anneau. Une partie B de A s’appelle sous-anneau si les
conditions suivantes sont vérifiées:

(1) 14 € B.

(2) a — b € B, pour tous a,b € B.

(3) ab € B, pour tous a,b € B.

Remarque. Un sous-anneau de A lui-méme est un anneau pour les opérations induites

de celles de A ayant le méme identité que A.

Exemple. (1) Un anneau A est un sous-anneau de A.
(2) Z est un sous-anneau de Q, et C est un sous-anneau de H.

(3) L’ensemble N des entiers non négatifs n’est pas un sous-anneau de Z.

Deés maintenant, on se fixe A un anneau.



1.1.4. Définition. Soit A un anneau. Un groupe abélien additif (M, +,0,,) s’appelle

A-module a gauche, noté 4M, s’il est muni d’une multiplication a gauche
o AX M — M: (a,u) — au

satisfaisant aux axiomes suivants:
(1) 1au = u, pour tout u € M.
(2) (ab)u = a(bu), pour tous a,b € A et u € M.
(3) a(u+ v) = au + av, pour tous a € A et u,v € M.
(4) (a+ b)u = au + bu, pour touts a,b € A et u e M.
En outre, on dit que M est nulsi M = {0y}

Remarque. (1) Si D est un corps-gauche, alors un D-module & gauche s’appelle un

D-espace vectoriel a gauche.

(2) Si K est un corps, alors un K-module a gauche est simplement un K-espace vectoriel.

Exemple. (1) Tout groupe abélien M est un Z-module & gauche si, pour tous n € Z et

u € M, on définit

( n fois
Y N .
u+ -+ u, sin >0,
nu=< 0, sin =0,
In| fois
(—u)+ -+ (—u), sin<O0.

(2) Si B est un sous-anneau de A, alors A est un B-module a gauche pour la multiplication
a gauche
BxA— A:(ba) ba.
En particulier, A est un A-module a gauche pour la multiplication a gauche, appelé le A-

module a gauche régulier et noté 5 A.

(3) Considérons 'anneau M,,(A) avec n > 0. On voit aisément que

a1

AM = | lacA



est un M, (A)-module & gauche pour les opérations matricielles. En particulier, R est un
M, (R)-module & gauche.
(4) Pour tout entier n > 0, A" = {(ay,--- ,a,) | a; € A} est un A-module a gauche si 'on

définit (ag, - ,an) + (b - b)) = (a1 + b1, - ,an, +by) et ala, - ,a,) = (aay, - ,aay).

Soit E un espace vectoriel sur un corps K dont f est un endomorphisme (c’est-a-dire,
une application K-linéaire f : E — E). Si p(z) = ap + a1x + - -+ + a,2™ € K|x], alors
p(f) = aplg +arf + -+ + a,f™ est aussi un endomorphisme de xF. On voit aisément que

si p(z), q(x) € K|x], alors

(p+a)(f) =p(f) +a(f), p(fla(f) = (pa)(f)

1.1.5. Proposition. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Si f est un endomor-

phisme de F, alors E devient un K[z]-module & gauche pour la multiplication suivante:

pour tous p(x) € K[x] et v € E. En outre, toute structure de K[z]-module & gauche sur
(E,+,0E) est de cette forme.
Démonstration. D’abord, (E,+,0g) est un groupe abélien. Soient u,v € E et p,q €

K[z]. Premierement. on a 1-u = (1-1)(u) = I(u) = u. Ensuite,

(pq) - v = (pg)(f)(u) = (p(f)a(f))(w) = p(f)(a(f)(u)) = p(z) - (¢(x) - u).

En outre, comme p(f) est K-linéaire, on a p- (u+ v) = p(f)(u +v) = p(f)(u) + p(f)(v) =
p-u—+ p-v. Enfin, d’apres la définition de la somme des K-endomrophismes de E, on a
(p+q)-u=(p+q)(f)u) = () + () () =p(f)w) +q(f)(v) =p-utq-v.

Enfin, supposons maintenant que F est un K[z]-module & gauche. Alors E est un K-
espace vectoriel si I'on définit a - w = au pour tous a € K et u € E. De plus, 'application
f:E — E:uw zuest un K-endomorphisme de E. On voit aisément que p(f)(u) = p(z)u,

pour tous p(z) € K[z] et u € E. Ceci achéve la démonstreation.

Remarque. Pour tout u € Eet o € K,onaz-u= f(u) et o-u = au.



Exemple. Considérons le R[z]-module R défini par ’endomorphisme de 1'espace vec-

toriel réel R? suivant:

f:R® RO . “1- 21 ¢
b 1 2 b
On voit que
2
) 1 1 2 1 1 2 1 1 8
2—z+2x%)- =2 — + =
1 1 1 2 1 1 2 1 8

Par symétrie, on définit un A-module a droite.

1.1.6. Définition. Soit A un anneau. Un groupe abélien additif (M, +,0,,) s’appelle

A-module a droite, noté My, s’il est muni d’une multiplication a droite
o M xA— M: (u,a)— ua

satisfaisant aux axiomes suivants:

(1) uly = u, pour tout u € M.
(2) u(
(3) (
(4)

4) u(a 4 b) = ua + ub, pour touts a,b € A et u e M.

) = (ua)b, pour tous a,b € A et ue M.

ab
u + v)a = ua + va, pour tous a € A et u,v € M.

Exemple. (1) Si B est un sous-anneau de A, alors A est un B-module a droite pour la

multiplication a droite

Ax B — A:(a,b) — ab.

En particulier, A est un A-module a droite pour la multiplication a droite, appelé le A-module
a droite régulier et noté Ay4.

(2) Pour tout entier n > 0, on voit que A™ = {(ay, -+ ,a,) | a; € A} est un M, (A)-module
a droite pour les opérations matricielles. Remarquons que A" = {(ay,--+ ,a,) | a; € A} est

aussi un A-module a droite pour les opérations suivantes:

(ah“' aa'n)+(b17"' abn):(a1+b17"' aa'n+bn)7 (a’h"' 7an)a:(a’1aa”' 7ana)'



Remarque. Soit A un anneau commutatif. Si M est un A-module a gauche, alors M
est aussi un A-module a droite si, pour tous a € A et x € M, on définit x - a = ax. De
méme, un A-module a droite est un A-module a gauche d’une facon naturelle. Ainsi, dans

ce cas, on ne distingue pas un A-module a gauche et un A-module a droite.

1.1.7. Proposition. Soit M un A-module a gauche.
1) Pour tous a € A et u € M, on a au = 0y lorsque a = 04 ou u = 0y.
2) Si au = 0p; avec a inversible, alors u = 0,,.

3) Pour tous a € Aet u e M, on a a(—u) = —(au) = (—a)u.

(

(2)

(3)

(4) Pour tous a € A et uy, - ,u, € M,on aa(u; + -+ uy,) = auy + -+ - + au,.
(5) Pour tous ay, -+ ,a, € Aetu€ M,ona (a;+ -+ a,)u=au+ -+ a,u.
(6)

6) Pour tous a € A, u € M et n € Z, on a a(nu) = n(au) = (na)u.

Remarque. L’équalité au = 0); n’entraine pas a = 04 ou u = 0,,. Par exemple, prenons

A= MyR)et M =R? ona

1.2. Sous-modules et modules quotients

Partout dans cette section, on se fixe M un A-module a gauche.

1.2.1. Définition. Une partie non vide N de M s’appelle sous-module de M si
(1) u+v € N pour tous v,v € N, et
(2) au € N pour tousa € Aet u € N.

Remarque. (1) Si N est un sous-module de M, alors 0); € N. En outre, N lui-méme
est un A-module a gauche avec Oy = 0.

(2) On peut définir la notion d’un sous-module d'un A-module & droite d'une fagon

symétrique.

Exemple. (1) M et {0y} sont toujours des sous-modules de M.
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(2) Une partie I de A est un sous-module du A-module a gauche régulier 4A si et
seulement si [ est un idéal a gauche de I'anneau A.

(3) Considérons le My(Z)-module & gauche Z®. On voit aisément que
a ) _
N = € 2 | a,b paires
b

est un sous-module de Z®.

(4) Soit A = M,(K), ou K est un corps. Alors

a 0
N = la,be K
b 0

est un sous-module du A-module a gauche régulier 4A.

Soit E un espace vectoriel sur un corps K dont f est un endomorphisme. Un sous-espace

F de E est dit f-invariant if f(F) C F.

1.2.2. Proposition. Soient E un espace vectoriel sur un corps K dont f est un
endomorphisme. Alors une partie non vide F' de E est un sous-module du Klz|-module
K[« F2 défini par f si et seulement si I’ est un sous-espace de g I/ qui est f-invariant.

Démonstration. Supposons que F' est un sous-module de g, E. Pour tous o, 3 € K,
uw,v € F, on a (au + Bv) = (al)(u) + (BNH(v) = a-u+p-v e F, et flu)=2-u € F.
Ainsi F' est un sous-espace de g F, qui est f-invariant. Réciproquement, supposons que F
est un sous-espace de g F qui est f-invariant. Alors F' est fermé pour 'addition. Pour tout
uw € F,ona f(u) € F, f2(u) = f(f(u)) € F, et ainsi f'(u) € F, pour tout i > 0. Si
plz) = X" jaix’ et w € F, alors p(x) - u = Y 1 ya;f(u) € F. Ceci montre que F est un

sous-module de g, E. La preuve s’acheve.

Exemple. Considérons le R[z]-module R®) défini par 'application R-linéaire suivante:

a 1 20 a
f: RG) - RG) . b — 3 4 0 b
c 0 0 0 c



On voit que

a
N = b | |a,beR
0

est un sous-espace vectoriel de gR®) qui est f-invariant. Ainsi F est un sous-module de

iz R®.

1.2.3. Lemme. Une partie non vide N de M est un sous-module si et seulement si pour
tous u,v € N et a,b € A, on a au+bv € N.

Démonstration. Soit N un sous-module de M. Si a,b € A et u,v € M, alors au,av €
N. Ainsi au + bv € N. Réciproquement, supposons que au + bv € N, pour tous u,v € N et
a,b € A. En particulier, au = au+ 0,0y E Netu+v=14-u+14-v € N. D'ou N est un

sous-module de M. Ceci acheve la démonstration.
On va étudier des opérations sur les sous-modules d’'un A-module.

1.2.4. Proposition. Si {M), | A € A} est une famille non vide de sous-modules de M,
alors NMyea M), est également un sous-module de M.

Démonstration. Posons N = NycaM,. Comme 0, € M,, pour tout A € A, on
a 0y € N. Soient a,b € A et u,v € N. Pour tout A € A, on a u,v € M, et donc
au—+bv € My. Ainsi au+bv € N. Par conséquent, N est un sous-module de M. Ceci acheve

la démonstration.

Exemple. Considéons le A-module a gauche régulier 4A ou A = M3(Z). On voit que

a;; a2 0 0 a2 as
Ny = az az 0 |ai; €Z 3, et Ny = 0 ag ass | aij € Z
as; asy 0 0 az ags

sont deux sous-modules 4 A tels que
0 a O
NiN Ny = 0 b 0 |]|abceZ
0 ¢ O



Remarque. L’'union de sous-modules n’est pas nécessairement un sous-module. Par
exemple, supposons que A est un anneau non nul. Considérons le A-module & gauche A% =

{(a,b) | a,b € A}. Alors N = {(a,0) |a € A} et L ={(0,b) | b € A} sont deux sous-modules
de A? tels que N UL = {(a,b) € A% | a =0 ou b= 0}, qui n’est pas un sous-module de A%

1.2.5. Proposition. Si {M) | A € A} est une famille non vide de sous-modules de M,

alors la somme
Z,\EAMA:{UGM|UZU1+"'+U"’ n>1, u €My, A\i,...,\n, € A}

est le plus petit sous-module de M contenant Uyep M.
Démonstration. Posons N =} ., M. Par définition, M, C N, pour tout A € A.
Ainsi UyeaM) € N. Si u,v € N, alors v = uy + --- + u, avec u; € My, et \; € A, et

V=01 + -+ v, avec v; € My, pu; € A. Pour tous a,b € A, on a
au +bv = auy + - - - + au, + bvy + - - -+ buyy,

ot au; € My, et bv; € M,,;. Donc au+bv € N. Ansi N est un sous-module de M. Supposons
que L est un sous-module de M contenant Uyepa My. Siu € N, alors u = uy + - - - + u, avec
u; € My, et \; € A. Comme M), C L, pour tout 1 <7 <mn, onawu & L. Donc N est le plus

petit sous-module de M contenant Uyca M. Ceci acheve la démontrsation.

Remarque. Si {M,..., M,} est une famille finie de sous-modules de M, alors

ZilMi:{UGM|U=U1+'“+Um w, € My, i=1,--- n}.
Exemple. (1) Soit A = M(Z) et considérons le A-module a gauche régulier 4A. Alors

a 0 0 ¢
M, = |a,beZ ) et My = |c,d € Z
b 0 0 d

sont deux sous-modules de 4 A tels que 4 A = My + Ms.
(2) Considérons le Z-module Z[z] des polynémes sur Z. Pour tout n > 0, on voit que

P, = {az" | a € Z} est un sous-module de Z[z]. Il est évident que >~ P, = Z[x].

Soit N un sous-module de M. En particulier, N est un sous-groupe du groupe abélien

(M,+,05). Rappelons que deux éléments u,v € M sont dits congruents modulo N, noté
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u = v(modN), si u —v € N. Il s’agit d’une relation d’équivalence dans M. Pour tout
u € M, la classe d’équivalence de v est « = u+ N = {u+v | v € N}, et 'ensemble des

classes d’équivalence de M modulo N est

M/N = {u|ue M}

1.2.6. Théoréme. Si N un sous-module de M, alors M/N = {u | u € M} est un A-
module a gauche, appelé le module quotient de M par N, lorsqu’on définit, pour u,v € M /N

et a € A, que

U+v=u-+v, au=au.

Démonstration. Comme N est sous-groupe de (M, +,0y/), on sait que (M/N,+,05)
est un groupe abélien. Soient @ et v € M/N et a € A. Par définition, on a au = au et
av =av. Siu+ N =v+ N, alors u —v € N. Comme N est un sous-module, au — av =
a(u —v) € N. Dot au = av. Ceci montre que la multiplication scalaire a gauche est
correctement définie, qui satisfait évidemment aux axiomes énoncés dans la définition 1.1.1.

La preuve s’acheve.

Remarque. Pour tout u € M, on a % = 0 si et seulement si v € N. Par conséquent,

M/N = {0y} si et seulement si N = M.

Exemple. (1) Soit n > 1 un entier. Alors nZ = {nm | m € Z} est un sous-module de
7Z tel que Z/nZ = {0,1,...,n — 1}. Pour tout a € Z,, on voit que a = 0 si et seulement si
a € nZ si et seulement si n divise a.

(2) Soit K un corps avec A € K. On voit que N = {(z — \)f(x) | f(x) € Klx]} est
un sous-module du Klz]-module régulier K|z] tel que K[z|/N = {i | p € K}. Pour tout
i € K[z]/N,onax-fi= M.

1.2.7. Théoreme. Soit F un espace vectoriel de dimension finite sur un corps K. Si F’
est un sous-espace vectoriel de F, alors

Démonstration. Comme E est de K-dimension finie, F' I’est aussi. Prenons une base

{uy,...,u.} de F, qui se prolonge dans une base {u1, ..., up, Ups1,...,u,} de E. Soit u =
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u+F € E/F avecu € E. On au = aqug + - + QUy + Qg + -+ + apu, avec

a; € K. Alors @ = apqUpi1 + - + Quly, = Qpy1lpi1 + -+ - + i, Done E/F est engendré
par iy41,...,1u,. En outre, supposons que B,4ity1q + -+ + Bpli, = 0 avec B; € K, c’est-
a~dire, By 1ty + - + Bpu, € F. Ainsi Boyiupiq + -0 + apu, = frug + -0 + Brug.
Ceci nous donne (—f1)uy + -+ + (=6 )uyr + Bry1tlpy1 + -+ + Bpu, = 0p. Par conséquent,
-6y =+==0.=pBry1 == B, =0. Ceci implique que {41, ,U,} est une base de

E/F. Donc dimg(E/F) =n —r = dimg(F) — dimg (F). Ceci acheve la démonstration.
Exemple. Considérons le sous-espace vectoriel F' = {(0,a,0,b) | a,b € R} du R-espace
vectoriel R*. On voit que R*/F est de dimension deux ayant pour base {é, &, }.

1.3. Bases

Partout dans cette section, on se fixe M un A-module & gauche.

1.3.1. Définition. Soit X un sous-ensemble de M. Alors I'intersection des sous-modules
de M contenant X est le plus petit sous-module de M contenant X, qui s’appelle le sous-

module de M engendré par X et est noté < X >.

Remarque. (1) Si X est un sous-module de M, alors X =< X >.

(2) Si M =< X >, on dit alors que X est un ensemble de générateurs de M.

Si X = 0, alors il est évident que < X >= {0p;}. On va étudier < X > lorsque X est

non vide.
1.3.2. Définition. Soit uq,...,u, € M. On dit que u € M est une combinaison linéaire
de uy,...,u, si u=ayu; + -+ a,Uy,, o ay, - ,a, € A.

Remarque. (1) Tout u € M est une combinaison linéaire de lui-méme, car u = 14 - u.

(2) 0ps est combinaison linéaire de n’importe quels n éléments u;, -+ ,u, € M.

Exemple. (1) Considérons le Z-module régulier zZ. Si m,n € Z, alors 1 est une

combinaison linéaire de m, n si et seulement si m et n sont co-premiers.
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(2) Soient
1 0
€1 = , €9 = S R(Q)
0 1

Dans le R-espace vectoriel R e; n’est pas une combinaison linéaire de e,. Mais dans le

M, (R)-module & gauche R®) | e, est une combinaison linéaire de ey. En effet,

Le résultat suivant se découle du lemme 1.2.3 par récurrence.

1.3.3. Proposition. Un sous-ensemble N de M est un sous-module si et seulement si
N est fermé pour les combinaisons linéaires d’éléments de N (c’est-a-dire, si u,...,u, € N,

alors aju; + - - - + ayu, € N, pour tous ay,...,a, € A).

1.3.4. Lemme. Si X est un sous-ensemble non vide de M, alors < X > se compose des
combinaisons linéaires d’éléments de X.

Démonstration. Posons L = {aju1+---+ayu, |n > 1uy,...,u, € X,a4,...,a, € A}.
Pour tout v € L, on a v = ajuy + - -+ + a,u,, ou uy,...,u, € X,ay,...,a, € A. Comme
Uy, ..., u, €< X > d’apres la proposition 1.3.3, u €< X >. Ceci implique L C< X >.
D’autre part, on a X C L par définition. En particulier, L est non vide. Si u,v € L, alors
u =Y au et v =" by, ot a;, by € A et u,v; € X, Pour tous a,b € A, on a
au+bv =7 (aa;)u; + Y7 (bbj)v; € L. Donc L est un sous-module de M contenant X.

Par conséquent, < X >C L. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. (1) Pour tout uw € M, on a < u >= {au | a € A} et on écrit donc
<u>= Au.

(2) Si X est une partie non-vide de M, alors < X >=5" . Au.

Exemple. Le Z-module Z[z| est engendré par 1,z,2%,--- , 2", - -.

1.3.5. Définition. On dit que M est dit cyclique si M =< u > pour un certain élément
u € M, de type fini si M =< X > pour une certaine famille finie X de M, et de type infini
si M n’est pas de type fini.
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Remarque. Soit K un corps. Un K-espace vectoriel est de type fini si et seulement si,

il est dimension finie.

Exemple. (1) Considérons le A-module & gauche régulier 4A. Pour tout a € A, on a
a = aly. Ainsi A est cyclique engendré par 1 4.

(2) Pour tout n > 1, le A-module a gauche A" = {(ay,--- ,a,) | a; € A,i=1,--- ,n} est
de type fini engendré par ey, ..., e,.

(3) Soit A un anneau commutatif non trivial. Si n > 1, alors A™ n’est pas cyclique.
En effet, supposons au contraire que A" est cyclique engendré par un certain élément u =
(@, ,a,). Pour tout 1 < i < n, il existe b; € A tel que e; = bu. Ceci nous donne
bia, = 14 et bja; = 04 lorsque ¢ # j. En particulier, bja; = 1 et bsa; = 04. Alors
by = ba(byay) = by(beay) = 0. D’olt 14 = baas = 0402 = 04. Ainsi A = 0, une contradiction.

(4) Le Z-module Z|[x] est de type infini. En effet, soit X = {py,...,p,} une famille finie
d’éléments de Z[z|. Posons d le plus grand degré de p, ..., p,. Alors

<X >CZz)={ao+az+ - +am’|a;, €Z,i=1,...,d} #Z[z].
Ainsi Z[z] n’est pas de type fini.

1.3.6. Définition. Soit A un anneau non trivial. Une famille X = {uy | A € A}

d’éléments de M est dite liée s’il existe des indices distincts Aq,..., A\, € A avecn > 1 et
des scalaires non tous nuls ay,--- ,a, € A, tels que ajuy, + - - - + a,uy, = Op; et libre sinon
(c’est-a~dire, toute égalité possible ajuy, +- - -+ anyuy, = Onr, a1, -+ ,an € Ay Mg, -+ Ay €A,
entraine que a; = --- = a, = 04).

Remarque. (1) Par definition, la famille vide est libre.

(2) Si X est une famille libre de M, alors toute sous-famille de X est également libre.

Exemple. (1) Considérons le Z-module Z,, = {0,1,2,--- ,n — 1} avec n > 0. La famille
{1} est liée. En effet, n-1=n=0.
(2) Considérons le Z,-module Z,, avec n > 0. La famille {1} est libre. En effet, si 1 # 0,

alors n-1=n # 0.
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(3) Considérons le A-module a gauche A™ = {(ay, - ,a,) | a; € A}. La famille & =

{e1,eq,- -+ ,e,} est libre. En effet, si aj, as,- -+, a, € A sont tels que
aier + ases + - - + ape, = Oyn,

alors (a1, as,--- ,a,) = (0,0,---,0), c’est-a-dire, a1 = ay = --- = a, = 0.
(4) Considérons le Z-module Z[x] = {ag+a1x+---+a,x™ | n > 0,a; € Z} des polyndomes
sur Z. On voit aisément que la famille {z° |7 =0,1,2,---} est libre.
(5) Soient
1 0

€1 = , 62 = € R(z)
0 1

Dans le R-espace vectoriel R, {e}, e5} est libre. Mais dans le My(R)-module & gauche R,

la famille {eq,es} est liée. En effet,

1.3.7. Définition. Un sous-ensemble X de M s’appelle une base de M si X est libre et
M=<X >.

Exemple. (1) Si M = {0y}, alors la famille vide () est une base de M.
(2) Pour tout n > 1, le A-module a gauche A™ admet une base £ = {ej,es,...,e,}.
(3) Pour tout n > 1, le Z-module Z, n’a aucune base. Soit X une partie de Z,. Si

X =0, alors < X >= {0} # Z,. Supposons que X est non vide. Prenons a € X. Alors

na =na = 0 avec n # 0. Ainsi {a} n’est pas libre. Par conséquent, X n’est pas libre. Donc
X n’est pas une base du Z-module Z,,. Mais en tant que Z,-module, Z,, a pour base {1}.
(4) Soit A un anneau commutatif non trivial. Le A-module A[z] a pour base {z* | i =

0,1,...,}.

1.3.8. Définition. Soit E un ensemble non vide. Une relation < dans E s’appelle un
ordre si les conditions suivantes sont vérifiées pour tous a,b,c € E :
(1) a < a.

(2) Sia<betb<a,alorsa=>0.

14



(3)Sia<betb<c alorsa<c.
Dans ce cas, on dit que E est ordonné par <, ou bien, que (E, <) est un ensemble

ordonné.

Exemple. (1) L’ensemble R est ordonné par l'ordre usuel.

(2) L’ensemble C n’est pas ordonné par un ordre évident.

1.3.9. Définition. (F, <) un ensemble ordonné et F' un sous-ensemble non vide de E.
(1) F est dit une chaine si pour tous a,b € F,onaa <boub < a.
(2) F est dit borné supérieurement s’il existe b € E tel que a < b, pour tout a € F.

(3) Un élément a € E est dit mazimal si toute relation a < b entraine que a = b.

Exemple. (1) Z est une chaine de R qui n’est pas bornée supérieurement.

(2) R n’a aucun élément maximal.
On accepte I’énoncé suivant comme un axiome.

1.3.10. Lemme de Zorn. Soit (F, <) un ensemble ordonné non vide. Si toute chaine

dans E est bornée supérieurement, alors £ admet un élément maximal.

1.3.11. Théoreme. Soit M un espace vectoriel sur un corps-gauche D. Si X est une
famille libre d’éléments de M, alors X est contenue dans une base de M.

Démonstration. Soit ¥ ’ensemble des familles libres d’éléments de M contenant X.
Alors ¥ est non vide et ordonné par I'inclusion C. Soit C = {X, | A € A} une chaine dans
Y. Posons Y = UyepaX). Alors X C Y. Soient uy,...,u, € Y. Il existe Aq,..., A\, € A
tels que u; € Xy, @« = 1,...,n. Par 'hypothese, X, C X, ou X, C X, pour tous
1 <4,7 < n. Ainsi il existe s avec 1 < s < n tel que X, C X,,, pour tout 1 < i < n.
Par conséquent, uy,...,u, € X,,. Comme X, est libre, on a {uy,---,u,} est libre. Ceci
montre que Y est libre. Donc Y € ¥ tel que X, C Y, pour tout A € A. C’est-a-dire, C est
bornée supérieurement. D’apres le lemme de Zorn, 3 admet un élément maximal, noté Xj.
Supposons que Xy n’est pas une base de M. Alors M #< X, >. Donc il existe ug € M
tel que uy €< Xo >. En particulier, 0y # ug € Xo. Donc Xy C Xo U {ug}. D’apres la

maximalité de Xy, la famille XoU{ug} est liée. Ainsi il existe vy, ..., v € XoU{up} distincts,
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et c1,...,¢, € D non tous nuls, tels que civ; + -+ + ¢_1vi_1 + ¢yvp = Opp. Si vy # ug pour
tout 1 <4 < t, alors vy,...,v; € Xg. Donc Xj est liée, une contradiction. Donc on peut
supposer que vy = ug et vy,...,v_1 € Xo. Si ¢ =0, alors ¢q,...,¢;_1 sont non tous nuls tels
que ciug + -+ -+ ¢_1ug—1 = 0. D’ou, X est liée, une contradiction. Donc ¢; # 0. Comme D
est un corps-gauche, ¢; est inversible. Ainsi ug = —ct’l(clul + - aug) €< Xo >, une

contradiction. Ceci montre que X est une base de M. La preuve s’acheve.

1.3.12. Théoreme. Si D est un corps-gauche, alors tout D-espace vectoriel a gauche
(ou a droite) admet une base.
Démonstration. La famille vide () est libre. D’apres le théoréeme 1.3.11, () se prolonge

dans une base X de M. La preuve s’acheve.

1.4. Annulateurs

1.4.1. Lemme. Soit M un A-module a gauche.

(1) Pour tout uw € M, ann(u) = {a € A | au = 057} est un idéal a gauche de A, appelé
I'annulateur de v dans A.

(2) ann(M) = {a € A | au = 0y, pour tout u € M} est un idéal bilatere de A, appelé

I'annulateur de M.

Démonstration. (1) Soit u € M. Comme 0qu = 0y, ona 04 € ann(u). Sia,b € ann(u)
et r,s € A, on a (ra+ sb)u = r(au) + s(bu) = 0p7. Ainsi ann(u) est un idéal de A.

(2) Comme ann(M) = Nyeprann(u), on voit que ann(M) est un idéal a gauche. En outre,
soient a € ann(M) et b € A. Pour tout u € M, on a (ab)u = a(bu) = 0. D’ott ann(M) est

un idéal bilatere de A. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. (1) Considérons le Z-module Z, avec n > 1. Pour tout a € Z,, on a

n

TR En effet, posons d = pged(n,a). Alors n = dny et

ann(a) = ni1Z, ou ng =
a = da; avec ny,a; co-premiers. Pour tout b € Z, on voit que b € ann(a) si et seulement si
ba = ba = 0 si et seulement si n | ab si et seulement si ny | a;b si et seulement si ny | b. Don,

ann(a) = nyZ. En conséquence, ann(Z,,) = ann(1) = nZ.

16



(2) Soit E un espace vectoriel sur un corps K dont f est un endomorphisme. Si m(zx)
est le polynome minimal de f, alors I'annulateur du K[z]-module E défini par f est I'idéal

engendré par m(zx).
1.4.2. Définition. Un A-module a gauche M est dit fidéle si ann(M) = {04}.

Exemple. (1) Le A-module & gauche régulier 4 A est fidele.
(2) Si D est un corps-gauche, alors tout D-espace vectoriel non nul est fidele.

(3) Pour tout n > 1, le Z-module Z,, n’est pas fidele.

On rappelle que A est integre si A est commutatif non trivial et vérifie la propriété que

ab = 04 entraine que a = 04 ou b = 04.

1.4.2. Définition. Soient A un anneau integre et M un A-module.

(1) Un élément u € M est dit de torsion si ann(u) # 0 (c’est-a-dire, au = 0p7, pour un
certain élément non nul a € A).

(2) M est de torsion si tous ses éléments sont de torsion.

(3) M est dit sans torsion si aucun de ses éléments non nuls n’est de torsion.

Remarque. (1) Comme 14 # 04, on voit que 0y est de torsion. En outre, M est sans
torsion si et seulement si 0,7 est le seul élément de torsion.

(2) Si M est un Z-module, alors u € M est de torsion si et seulement si u est d’ordre fini.

Exemple. (1) Pour tout n > 1, le Z-module Z,, est de torsion.

(2) Si A est un anneau integre, alors le A-module régulier 4A est sans torsion.

1.4.3. Lemme. Soient A un anneau integre et M un A-module.

(1) L’ensemble 7 (M) des éléments de torsion de M est le plus grand sous-module de
torsion de M.

(2) M/T (M) est sans torsion.

Démonstration. D’abord, 0, € 7(M). Soient u,v € T(M) et r,s € A. 1l existe
a,b € A non nuls tels que au = 0y et bv = 0. Comme A est integre, ab # 04 et

(ab)(ru + sv) = (br)(au) + (as)(bv) = 0pr. Ainsi ru + sv € T(M). Ceci montre que 7 (M)
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est un sous-module de M. Soit L un sous-module de torsion de M. Si u € L, alors u est
de torsion, et donc u € 7 (M). D’ou, L C 7(M). Enfin, on considere le module quotient
M/T(M). Siu=u+7T (M) est de torsion, alors il existe a € A non nul tel que au = au = 0,
c’est-a dire, au € 7 (M). Ainsi il existe b € A non nul tel que b(au) = 0y D’ou (ab)u = 0y.
Comme A est inteégre, on a ab # 04. Donc u € T (M). Cela veut dire que © = 0. Ceci acheéve

la preuve.

Remarque. (1) M est de torsion si et seulement si 7 (M) = M.

(2) M est sans torsion si et seulement si 7 (M) = 0.

Exemple. Considérons le Z-module Z, x Z = {(a,b) | a,b € Z}, ou n > 1. Alors
T(Z, xZ)={(a,0) | a €Z}.

1.5. Exercices

1. Soit A un anneau. Montrer que A est trivial si et seulement si tout A-module a gauche

est nul.

2. Soit M un espace vectoriel a gauche sur un corps-gauche D. Si au = 0p; avec a € D

et u € M, montrer que a = 0p ou u = 0y,.
3. Trouver les éléments inversibles de I'anneau Z[v/—5] = {a + bv/—5 | a,b € Z}.

4. Considérer le M, (K)-module & gauche K™ ou K est un corps. Si u,v € K™ avec u
non nul, montrer qu’il existe P € M, (K) telle que v = Pu. Indication: Si u se réduit
a v par des opération élémentaires sur les lignes, alors v = Pu avec P une matrice

inversible sur K.

5. Considérer le R[z]-module R®) défini par ’application R-linéaire suivante:

a 01 1 a
FRO RO [ =001 b
c 0 0 0 c
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10.

(1) Pour tout u € R®, calculer (3 — 222 + 42° — 52'°) - u.

(2) Pour tout p(z) € R[z], vérifier qu'il existe un polynéome r(z) de degré au plus
deux tel que p(z) - u = r(x) - u, pour tout v € R®.

(3) Déterminer, avec justification, lequel des ensembles suivants est un sous-module

du R[z]-module R®).

a 0
N = b | |a,beR S, L= a | |a,beR
0 b
. Considérer 'anneau M, (K) ou K est un corps. Pour ¥ C {1,2,--- n}, soit I(X)
’ensembles des matrices P € M,,(K) dont la j-ieme colonne est nulle pour tout j € X.
Si I C A, montrer que I est un idéal a gauche de M,,(K) si et seulement si I = ()
pour un certain ¥ C {1,2,--- ,n}.
Soit ' un espace vectoriel sur un corps K dont f est un endomorphisme. Si F est

un sous-espace vectoriel de E' de dimension un, montrer que F' est un sous-module du
K[z]-module E défini par f si et seulement si F' est un sous-espace de E engendré par

un vecteur propre de f.

Considérer 'endomorphisme de I'espace vectoriel réel R(?) suivant:

f:R® - RO® . “1- 2 1 ¢
b 1 2 b

Trouver tous les sous-modules du R[z]-module R défini par f. Indication: Utiliser

le numéro 5.

. Soient M un module & gauche sur un anneau A et {M) | A € A} une famille non vide

de sous-modules de M telle que My € M, ou M, C M, pour tous A, n € A. Montrer

que Uyea M)y, est un sous-module de M.

Soient A un anneau et I un idéal bilatere de A. Si M est un A-module a gauche,
montrer que M est un A/I-module & gauche de sorte que a-u = au, pour tous a € A/I

et u € M si, et seulement si, IM = 0 (c’est-a-dire, au = 0y pour tous a € I et u € M).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Considérer le Z-module M = My(Z) et

a b
N = |a,b € Z,c €27,d € 37
c d

(1) Vérifier que N est un sous-module de M.

(2) Donner les éléments deux a deux distincts du module quotient M/N.

Soient M3(RR) I'espace vectoriel réel des matrices carrées réelles d’ordre 3 et F' le sous-
espace vectoriel de M3(R) des matrices symétriques. Donner une base de 'espace

quotient de M3(R) modulo F.

Soient M un A-module a gauche et N un sous-module de M.

(1) Si M =< X >, montrer que M/N =< X > ot X ={u=u+ N |u€ X}.
(2) Si M est de type fini, montrer que M /N est de type fini.
(3) Si M est cyclique, montrer que M /N est cyclique.

Considerer les sous-modules L = {(0,a,b) | a,b € Z} et M =< (0,1,1),(1,1,0) > du
Z-module Z3. Vérifier que Z* = L + M et calculer L N M.

Considérer le Z-module régulier Z. Si a,b sont deux entiers positifs, montrer que
aZ, 4+ b7 = dZ et aZ N bZ = mZ, ou d est le plus grand commun diviseur, et m est le

plus petit commun multiple, de a et b.

Considérer le Z-module Q. Pour tous «, 5 € Q, déterminer la famille {«, 5} est liée

ou libre.

Soit K un corps. Montrer, pour tout n > 1, que le M, (K)-module & gauche K™ n’a
aucune base. Indication: vérifier, pour tout u € K™, qu’il existe P € M,(K) non

nulle telle que Pu = 0.

Soit K un corps. Si p(z) € KJz| est de degré n (> 1), montrer que la dimension du

K-espace vectoriel Kz|/<p(z)> est n.

Montrer, pour tout n > 1, que le M, (A)-module & gauche A™ est cyclique et fidele.
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20.

21.

22.

23.

24.

Soient K un corps et ' un K-espace vectoriel de dimension finie positive dont f est
un endomorphisme. Si f est nilpotent, montrer que le K[z]-module E défini par f
est cyclique si et seulement si Im(f) est de co-dimension un, ou la co-dimension d'un

sous-espace F' de E est dim(F) — dim(F).

Indication: Vérifier que le K[z]-module F est engendré par u si et seulement si & =

u + Im(f) forme une base du K-espace vectoriel E/Im(f).

Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie positive. Soient f un

endomorphisme de F et F' un sous-espace f-invariant de E.

(1) Montrer que f : E/F — E/F : @+ f(u) est un endomorphisme du K-espace
vectoriel E/F.
(2) Montrer qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est une matrice

partagée de la forme suivante:

B C
0 D

oit B est une matrice carrée et D est la matrice de f dans une base de E/F.
Indication: Si{ui,...,u,} est une base de F' et {vy,...,0s} est une base de E/F,
vérifier que {uq,...,u,,v1,...,vs} est une base de E dans laquelle la matrice de

f est de la forme désirée.

Soit E/ un espace vectoriel complexe de dimension finie positive. Si f est un endo-
morphisme de E, montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

triangulaire supérieure.

Indication: Procéder par récurrence sur la dimension de E, en remarquant que f a

toujours une valeur propre et utilisant la partie (2) du numéro 21.

Soient E un espace vectoriel sur un corps K et f un K-endomorphisme de E. Si
E est de dimension finie, montrer que le K[z]-module E défini par f est de torsion.

Indication: Utiliser le théoreme de Hamilton-Cayley.

Soit A un anneau non trivial. Si I est un idéal bilatere de A, montrer que ann(A/I) = I.
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Chapitre 2: Applications linéaires et suites exactes

Partout dans ce chapitre, on se fixe A un anneau. Notre but sera d’étudier les applications

entre les A-modules qui sont compatibles avec la structure de A-modules.
2.1. Applications linéaires
Partout dans cette section, on se fixe M et N des A-modules a gauche.

2.1.1. Définition. Une application f : M — N est dite A-linéaire si
(1) f(u+v)= f(u)+ f(v), pour tous u,v € M, et
(2) f(au) = af(u), pour tous a € A et u € M.

Remarque. (1) Si f: M — N est A-linéaire, alors f(0p) = Oy, f(—u) = —f(u), et
f(u—wv) = f(u) — f(v), pour tous u,v € M. Plus généralement, f(nu) = nf(u), pour tous
nezZetueM.

(2) Si A = Z, alors une application f : M — N est Z-linéaire si et seulement si f(u+v) =
f(u) + f(v), pour tous u,v € M.

Exemple. (1) L’application nulle 0 : M — N : x — Oy est toujours A-linéaire.
(2) Si N est un sous-module de M, alors l'inclusion j,, : N — M : u — u ainsi que la
projection canonical p,, : M — M/N : u +— u+ N est A-lindire. En particulier, I'application

identité 1, : M — M : u — u est A-linéaire.

2.1.2. Lemme. Soit f : M — N une application. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) f est A-linéaire.

(2) Pour tous a,b € A et u,v € M, on a f(au+ bv) = af(u)+ bf(v).

(3) Pour tous aq,...,a, € Aetuy,...,u, € M avecn > 1, on a
flaruy + -+ anuy) = ar f(ur) + -+ - + an f(un).

Démonstration. Si f est A-linéaire alors, pour tous a,b € A et u,v € M, on a

flau+ bv) = f(au) + f(bv) = af(u) + bf(v). Si f satisfait a (2) alors, pour tous u,v € M,
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ona f(u+wv) = f(lau+14v) = 1af(u) + 1af(v) = f(u) + f(v) et f(au) = f(au + 04u) =
af(u) +0af(u) = af(u), pour tout a € A. Ceci montre I’équivalence de (1) et (2). Il est
évident que (3) implique (2). Enfin, si f satisfait a (2), alors I’énoncé (3) est valide pour
n = 1,2. Par récurrence, on montre que (3) est valide pour tout n > 1. Ceci acheve la

démonstration.

2.1.3. Proposition. Soient E, F' deux espaces vectoriels sur un corps K, vus comme
deux K|[x]-modules définis par un K-endomorphisme f de E et par un K-endomorphisme g
de F respectivement. Alors une application h : E — F est K[z]-linéaire si et seulement si h
est K-linéaire et hf = gh.

Démonstration. Supposons que h est Klz|-linéaire. Pour tous @ € K et u € E,
on a h(au) = h(a-u) = a- h(u) = ah(u). Ainsi h est K-linéaire. De plus, pour tout
ue E,ona (hf)(u) =h(f(u) =h(z-u) =x-h(u) =g(h(u)), D'ou hf = gh. Supposons
réciproquement que h est K-lindire et hf = gh. Soit v € E. D’abord, comme h est K-
linéaire, h(a - u) = h(au) = ag(u) = « - h(u). Ensuite, h(z - u) = h(f(u)) = (hf)(u) =
(gh)(u) = g(h(u)) = z-h(u), et h(z*-u) = h(z-(z-u)) = z- (h(z-u)) = z-(z-g(u)) = 2*-h(u).
En général, on a h(z’ - u) = x' - h(u), pour tout i > 0. Ainsi h((az’) - u) = (az')h(u), pour
tous € K et i > 0. Orsip= Y1 o’ € K[z], on a h(p-u) = h(>_y(ea?) - u)) =
St o h((agat) - u) =30 J(ia®) - hu) = (31, cix®) - h(u) = p- h(u). Ceci montre que h est

K|[z]-linéaire. La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. Considérons le R[z]-module R®) défini par 'application R-linéaire suivante:

£ RO RO . a L 2 3 a
b 3 2 b
Alors
g R® L RO . al 11 a
b 11 b

est R-linéaire telle que fg = gf. Ainsi g est R[z]-linéaire.

Soient M, N des A-modules a gauche. L’ensemble des applications A-linéaires de M dans

N est noté Homy (M, N). Pour f,g € Homa(M, N), on définit la somme de f et g par
f+g:M—N:u— f(u)+g(v),
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qui est évidemment A-linéaire. Si A est commutatif, on définit le produit de f € Hom4(M, N)
et a € A par
af : M — N :u+— au,

ce qui est aussi A-linéaire. Ceci nous donne le résultat facile suivant.

2.1.4. Proposition. Si M, N sont des A-modules a gauche, alors Homa (M, N) est
un groupe abélien pour 'addition définie ci-dessus. En outre, si A est commutatif, alors

Hom 4 (M, N) est un A-module.

2.1.5. Lemme. Si f: M — N et g : N — L sont des applications A-linéaires de
A-modules a gauche, alors gf : M — L est également A-linéaire.

Démonstration. Supposons que f, g sont A-linéaires. Pour tous a,b € A et u,v € M,

on a (gf)(au +bv) = g(f(au +bv)) = glaf(u) +bf(v)) = ag(f(u)) + bg(f(v)) = algf)(u) +

b(gf)(v). Ainsi gf est A-linéaire. Ceci acheve la démonstration.

Soit M un A-module a gauche. Une application A-linéaire f : M — M s’appelle un
endomorphisme de M. I’ensemble des endomorphismes du A-module M est noté End4(M).
I1 suit du lemme 2.1.5 que si f,g € Ends(M), alors fg € Enda(M). Ceci nous conduit au

résultat suivant.

2.1.6. Proposition. Si M est un A-module & gauche, alors End 4 (M) est un anneau.
Démonstration. D’apres la proposition 2.1.4, il suffit de vérifier la distributivité. Soient

f,9,h € End4(M). Pour tout u € M, on a

(f +9)h)(u) = (f + g)(h(uw)) = f(h(w)) + g(h(uw)) = (fh)(u) + (gh)(u) = (fh + gh)(u)
et

(h(f +9))(u) = h((f + g)(w)) = h(f(u)) + g(u)) = (hf)(u) + (hg)(u) = (hf + hg)(w).
D’ou (f +g)h = fh+ ghet h(f 4+ g) = hf + hg. Ceci acheve la démonstration.

2.1.7. Lemme. Soit f : M — N une application A-linéaire.
(1) Im(f) ={v e N |v= f(u), pour un certain u € M} est un sous-module de N.
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(2) Ker(f) ={ue M| f(u) = 0xn} est sous-module de M, appelé le noyau de f.

(3) f est injective si et seulement si Ker(f) = {0p}.

Démonstration. (1) Si vy, vy € Im(f), alors v; = f(u;) avec u; € M, i = 1,2. Pour tous
aj,az € A, on a ayjvy + asvy = ay f(uy) + as f(ug) = fajug + agug) € Im(f). Ainsi Im(f) est
un sous-module de V.

(2) Si up,up € Ker(f) et aj,ay € A, alors f(ajuy + agus) = ayf(uy) + asf(us) = O,
c’est-a-dire, aju; + asus € Ker(f). Donc Ker(f) est un sous-module de M.

(3) Supposons que f est injective. Si u € Ker(f), alors f(u) = Oy = f(0p). Donc
u = 0y par U'injectivité. Cela signifie que Ker(f) = {0p}. Supposons réciproquement que
Ker(f) = {0p}. Si u,v € M sont tels que f(u) = f(v), alors f(u —v) = f(u) — f(v) = On,
c’est-a-dire, u — v € Ker(f), et donc u — v = 0y;. Par conséquent, f est injective. Ceci

acheve la démonstration.

Exemple. (1) Soit N un sous-module de M. Considérons l'inclusion j, : N — M
et la projective canonique p,, : M — M/N. On voit aisément que Ker(j,) = {Op} et
Ker(p,,) = N. Ainsi j, est injective, mais py est injective si et seulement si N = {0y}.

(2) Considérons le R[z]-module R?) définie par I'application R-linéaire

7RO LR . al 2 3 a
b 3 2 b
On a vu que l'application
g R® L RO . a i 11 a
b 11 b
est R[z]-linéaire. Or
a @ 11 a 0 a
Ker(g) = e R™ | = = laeR
b 11 b 0 —a

En particulier, g n’est pas injective.

2.1.8. Définition. Soit f : M — N une application linéaire de A-modules a gauche.

On appelle N/Imf le co-noyau de f, noté cokerf.
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Remarque. On voit aisément qu’une application A-linéaire f est surjective si et seule-

ment si coker f = 0.

Exemple. (1) Si N est un sous-module d'un A-module M, alors M/N est le co-noyau
de l'inclusion j : N — M.

(2) Considérons le R[x]-module R® via I’application R-linéaire

£ RO RO . al 2 3 a
b 3 2 b
On a vu que 'application
g R® RO . a i 11 a
b 11 b
est R[z]-linéaire avec
c
Img = |ceR
c
Donc
a
cokerg = laeR
0
qui est un R[z]-module tel que
a —a
x- =
0 0

2.1.9. Définition. Soient M, N des A-modules a gauche.
(1) Une application A-linéaire f : M — N s’appelle un isomorphisme si elle est bijective.
(2) Un isomorphisme f : M — M s’appelle un automorphisme de M.

(3) On dit que M, N sont isomorphes, noté M = N, §'il existe un certain isomorphisme

f:M— N.

Exemple. (1) 1, : M — M est un automorphisme de M.
(2) Si N est un sous-module de M, alors la projection canonique py : M — M/N est un

isomorphisme si et seulement si N = {0y}
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(3) Considérons les A-modules a gauche A™ et

a1

AW = : ay,...,a, € A

On voit aisément que
a1
frA" = A (ay,. .. a,) —
Qp,
est un isomorphisme.

(4) Considérons les Z-modules Z et nZ = {na | a € Z}. L’application
j:Z —nl:a— na
est un isomorphisme.

2.1.10. Proposition. Soit f : M — N une application A-linéaire de A-modules a
gauche.

(1) Si f est un isomorphisme, alors f~!: N — M est A-linéaire, et donc un isomorphisme.

(2) f est un isomorphisme si et seulement s'il existe une application A-linéaire g : N — M
telle que gf = 1y et fg=1y.

Démonstration. (1) Supposons que f est bijective. Alors f~! : N — M est une
application telle que f~'f = Iy et ff~' = 1y. Soient z,y € N et a,b € A. Alors
F(af (@) +bf 7 (y)) = af (@) +bF (W) = alf £ (@) + (fF 1) (y) = az+by. Done
af 1 (x)+0fYy) = fHax + by). Ceci montre que f~! est A-linéaire.

(2) La nécessité suit directement de ’énoncé (1). Supposons qu'il existe une application
A-linéaire g : N — M telle que gf = 1y et fg = 1y. Siz,y € M sont tels que f(x) = f(y),
alors g((f(x)) = g(f(y)), c'est-a-dire, (fg)(x) = (fg)(y), D’ou, x = y. Ainsi f est injective.
En outre, si y € N, alors x = g(y) € M est tel que f(z) = (fg)(y) = y. Donc f est

surjective. Ceci acheve la démonstration.

2.1.11. Corollaire. La relation d’isomorphisme = est une relation d’équivalence sur les

A-modules a gauche.
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Démonstration. Soient M, N, L des A-modules & gauche. Comme 1, : M — M est
un isomorphisme, on a M = M. Si M = N, alors N = M d’apres la proposition 2.1.9(1).
Enfin,si f: M — N et g: N — L sont des isomorphismes alors gf : M — L est évidemment
bijective et A-linéaire d’apres le lemme 2.1.5. Ceci montre que si M = N et N — L, alors

M = L. La preuve s’acheve.

2.2. Les théoremes d’isomorphisme

Partout dans cette section, on se fixe M, N des A-modules a gauche.

2.2.1. Théoreme. Soit f : M — N une application A-linéaire. Il existe une unique

application A-linéaire injective f : M/Kerf — N telle que la diagramme

M

M/Ker}

soit commutative (c’est-a-dire, f = f o p), ol1 p est la projection canonique.

Démonstration. Pour tout # € M/Kerf, on définit f(u) = f(u). Ceci est correctement
définie. En effet, siu = v, alors u—v € Kerf. Ainsi f(u)—f(v) = f(u—v) = Oy, c’est-a-dire,
f(u) = f(v). Pour tous a,b € A et u,v € M/Kerf, on a

flat+bv) = flau+bv) = flau+ ) = af(u) +bf(v) = af(a) + bf(v).

Cela veut dire que f est A-linéaire. Si @ € M/Kerf est tel que f(u) = 0, alors f(u) =

Donc u € Kerf, et ainsi @ = 0. Par conséquent, f est injective. Enfin, pour tout u € M, on

a (fp)(u) = f(p(u)) = f(a) = f(u). Donc fp = f. Ceci acheve la démonstration.

2.2.2. Corollaire. Soit f : M — N une application A-linéaire.

(1) M/Kerf = Imf.

(2) Si f est surjective, alors N = M/Kerf.

Démonstration. (1) Définissons f : M/Kerf — Imf : @ — f(@). Alors f est une
application A-linéaire injective. Pour tout v € Imf, on a v = f(u) pour un certain u € M.

Donc f(@) = f(a) = f(u) = v. Ainsi f est bijective, et donc un isomorphisme.
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(2) Si f est surjective, alors N = Imf = M /Kerf. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. (1) Considérons le R[z]-module R® via 'application R-linéaire

f:R® - RO® . “1- 23 ¢
b 3 2 b
On a vu que l'application
g:R® L RO . — b ¢
b 11 b
est R[x]-linéaire avec
a 1
Ker(g) = |a € R p =Rz]u, ouu=
—a ~1
Or
11 a c 1
Img = |a,beR ) = |lceR ) =Rz]v, ouv =
11 b c 1

D’apres le corollaire 2.2.2(1), on a R® /R[z]u = Rlx]v.

(2) Soit K un corps. Considérons les My (K )-modules a gauche My, 3(K) et My(K). On

voit aisément que l’application

a1; Qa2 a3 aip a2
f . M2X3(K) — MQ(K) . —

a21 A2z A23 ag1 A2

est My(K)-linéaire surjective. En outre le noyau de f est

0 0 a3
N = | Qjj e K
0 0 923
D’apres le corollaire 2.2.2(2), on a
an a2 0 ~
szg(K>/N = ‘ Qg5 e K = MQ(K)

Q21 Q22

29



2.2.3. Corollaire. Un A-module a gauche M est cyclique si et seulement si M = A/I,
ou I est un idéal a gauche de A.

Démonstration. Supposons qu’il existe un isomorphisme f : M — A/I, ou I est un
idéal & gauche de A. Comme f est surjective, il existe u € M tel que f(u) = 1. Pour tout
v € M, posons f(v) = a avec a € A. Or f(au) = af(u) = al = a. Comme [ est injective,
on a v = au. Donc M = Au, c’est-a-dire, M est cyclique. Réciproquement supposons que
M = Au avec u € M. Alors g : A — M : a — au est une application A-linéaire surjective.
Ainsi I = Kerf = {a € A | au = 0} est un sous-module de 4A, c’est-a-dire, un idéal a

gauche de A. D’apres le corollaire 2.2.2(2), on a M = A/I. Ceci acheve la démonstration.

2.2.4. Théoreme. Soit M un A-module a gauche. Si L, N sont des sous-modules de
M, alors (L+ N)/N = L/(LNN).
Démonstration. Soient L, N des sous-modules de M. Alors N est sous-module de

L + N. Considérons le module quotient (L + N)/N. On voit aisément que I'application
f:L—(L+N)/N:u—u+N

est A-linéaire. Pour tout w+ N € (L + N)/N avec w € L+ N,on a w = u+ v avec u € L
etv e N. Ainsiw—u=v € N, et doncw+ N =u+ N = f(u). Ceci montre que f est
surjective. Pour tout u € L, on a u € Kerf si et seulement si f(u) = 0+ N si et seulement si
u+ N =0+ N si et seulement si u € N si et seulement si w € LN N. Donc Kerf = LN N.
D’aprés le corollaire 2.2.2(2), on a (L + N)/N = L/Kerf = L/(L N N). Ceci acheve la

démonstration.

Remarque. Considérons le parallélogramme suivant:

Le théoreme 2.2.4 s’exprime par la Loi de parallélogramme: deux cotés opposés du par-

allélogramme sont isomorphes.
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Soit f : X — Y une application quelconque. Si X’ est un sous-ensemble de X, alors
f(X") ={f(z) | € X"} s'appelle I'image de X’ par f. Si Y’ est un sous-ensemble de Y,
alors f~1(Y") ={x € X | f(z) € Y'} Sappelle le pré-image de Y’ par f.

2.2.5. Lemme. Soit f : M — N une application A-linéaire.

(1) Si Q est un sous-module de N alors f~1(Q) est un sous-module de M contenant Ker f.

(2) Si L est un sous-module de M, alors f(L) est un sous-module de N contenu dans
() et £ (F(L)) = L+ Ker(f).

Démonstration. (1) Soit @ un sous-module de N. Si u € Kerf, alors f(u) = Oy € Q.
Dott, u € f71(Q). Ainsi Kerf C f~1(Q). En particulier, f~1(Q) # 0. Pour tous a,b € A
et u,v € f71(Q), on a f(u), f(v) € Q, et donc, f(au + bv) = af(u) +bf(v) € Q. Cela veut
dire que au + bv € f~HQ). Ainsi f~}(Q) est un sous-module de M.

(2) Par définition, () # f(L) C Imf. Pour tous a,b € A et u,v € f(L), on a u = f(u)
et v = f(v) avec v',v" € L. Or au+bv = af(u') +bf(v') = f(au' + bv') € f(L), puisque
au' +bv" € L. Donc f(L) est un sous-module de N. En outre, L C f~!(f(L)) par définition,
et Ker(f) C f~Y(f(L)) par (1). Par conséquent, L + Kerf C f~'(f(L)). Siu € f~Y(f(L)),
alors f(u) € f(L), c’est-a-dire, il existe v € L tel que f(u) = f(v). Ainsi w = u—v € Ker(f).
Donc u = v+w € L+Ker(f). Ainsi f~}(f(L)) = L+Ker(f). Ceci achéve la démonstration.

Exemple. Considérons la projection canonique p : Z — Z15. Comme Kerp = 12Z, on a

p Y p(4Z)) = AZ + 127 = AZ, mais p~*(p(vZ)) = 5Z + 127 = Z.

2.2.6. Théoreme. Soit f : M — N une application A-linéaire surjective. Soient S
I’ensemble des sous-modules de M contenant Kerf et X' I’ensemble des sous-modules de N.

(1) L’application F': S — X' : L — f(L) est une bijection qui préserve I'inclusion.

(2) Si Q est un sous-module de N, alors M/f~1(Q) = N/Q.

Démonstration. (1) On prétend que F a pour inverse G : X — S : Q — Q).
En effet, pour tout Q@ € X, on a f~1(Q) € S tel que f(f1(Q)) C Q. Siv € Q, alors
v = f(u) pour un ceratin u € E. Or u € f~1(Q), et donc v = f(u) € f(f71(Q)). Ceci nous
donne Q = f(f~1(Q)). D’autre part, pour tout L € S, on a f~*(f(L)) = L + Kerf = L.
Ceci montre ’énoncé. En outre, si Ly C Lo, alors f(L;) C f(Lsg). Réciproquement, si

f(Ly) C f(Ly), alors Ly = f~1(f(L1)) € f~'(f(L2)) = L. Donc F préserve I'inclusion.
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(2) Soit @ un sous-module de N. Considérant la projection canonique p : N — N/Q,
on voit que pf : M — N/Q est A-linéaire et surjective. Pour tout u € M, on a (pf)(u) =
p(f(u)) = f(u) +Q = 0+ Q si et seulement si f(u) € Q si et seulement si u € f~1(Q).
Donc Ker(pf) = f71(Q). D’apres le corollaire 2.2.2(2), N/Q = M/f~1(Q). Ceci acheve la

démonstration.

Remarque. Si f: M — N est un isomorphisme, alors tout sous-module de M contient

Ker(f). Par conséquent, les sous-modules de M sont en bijection avec ceux de N.

2.2.7. Corollaire. Soit N un sous-module de M.

(1) L’application L +— L/N est une bijection entre l'’ensemble des sous-modules de M
contenant N et l’ensemble des sous-modules de M/N.

(2) Si L est un sous-module de M contenant N, alors (M/N)/(L/N) = M/ L.

Démonstration. La projective canonique p : M — M /N est surjective avec Kerp = N.
Si L est un sous-module de M contenant N, alors p(L) = {u+ N | uw € L} = L/N, et
p Y (L/N) =pt(p(L)) = L +Kerp =L+ N = L. Donc le corollaire est une conséquence

immédiate du théoréme 2.2.6. Ceci achéve la démonstration.

Exemple. Considérons le Z-module Z;» = {0,1,---,11}. Pour trouver ses sous-
modules, il suffit de trouver les sous-modules de Z contenant 12Z. Soit N un tel sous-
module de Z. Alors N = nZ avec n > 0. Or 12Z C nZ si et seulement si n|12 si et

seulement sin = 1,2,3,4,6,12. Par conséquent, les sous-modules de Zj, sont M, = nZ /127

M, = {0,4,8}, et Mg = {0,6}. En outre, Zio/M, = (Z/12Z)/(nZ/12Z) = Z/nZ = Z,,
pour tout n =1,2,3,4,6,12.

2.3. Modules simples

On se fixe M un A-module & gauche. On sait que {0y} et M sont des sous-modules de

M.

2.3.1. Définition. On dit que M est simple si M a exactement deux sous-modules

distincts {0y} et M.
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Remarque. Si M = N, alors les sous-modules de M sont en bijection avec ceux de N.

En particulier, M est simple si et seulement si N ’est.

Exemple. Soit D un corps-gauche. Un D-module a gauche M est simple si et seulement

si M est de dimension un. En particulier, p D est simple.

2.3.2. Définition. Un sous-module N de M est dit mazimal si N # M et il n’y a aucun
sous-module L de M tel que N C L C M.

Remarque. (1) Un module M est simple si et seulement si {0y} est un sous module
maximal.

(2) Un sous-module maximal de 4A est un idéal a gauche maximal de A.

2.3.3. Lemme. Soit M un A-module a gauche non nul.

(1) Un sous-module N de M est maximal si et seulement si M/N est simple.

(2) Si M est cyclique, alors M admet au moins un sous-module maximal.

Démonstration. (1) Soit /N un sous-module de M. Si N n’est pas maximal, alors soit
N = M soit il existe un sous-module L de M tel que N C L € M. Donc soit M/N est
nul soit M/N admet un sous-module propre L/N. D’out M /N n’est pas simple. Supposons
maintenant que N est maximal. Alors M/N est non nul. Si L’ est un sous-module non nul
de M/N, alors L' = L/N avec L un sous-module de M avec N C L. Comme N est maximal,
ona L =M et donc L' = M/N. Ceci implique que M/N est simple.

(2) Supposons que M = Au avec u € M. Soit 3 I'ensemble des sous-modules L de
M avec u ¢ L, qui est ordonné par l'inclusion. Comme M est non nul, on voit que {0y}
appartient a 3. Si {L) | A € A} est une chaine de X, on voit que L = Uyecp L) appartient
a 2. D’apres le lemme de Zorn, ¥ admet un membre maximal Lo. Comme u ¢ L, on a
Lo # M. En outre si N est un sous-module de M tel que Ly C N. Par la maximalité, on a
N n’appartient pas a X, c’est-a-dire, u € N, et donc M C N. D’ou M = N. Cela veut dire

que Ly est un sous-module maximal de M. Ceci achéve la démonstration.

2.3.4. Corollaire. Si A est un anneau non trivial, alors A admet au moins un module

a gauche simple.
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Démonstration. Etant non nul et cyclique 4A, d’apres le lemme 2.3.3(2), a un sous

module maximal [,. D’apres le lemme 2.3.3(1), A/Ij est simple. Ceci achéve la démonstration.

2.3.5. Proposition. Soit S un A-module a gauche non nul. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(1) S est simple.

(2) Pour tout élément non nul v de S, on a S = Au.

(3) 1l existe un idéal a gauche maximal I de A tel que S = A/I.

Démonstration. Supposons que (1) est valide. Si u est un élément non nul u de S,
alors Au est un sous-module non nul de S. Comme S est simple, on a S = Au. D’ou (2)
est valide. Supposons réciproquement que (2) est valide. Si L est un sous-module non nul
de S, alors L contient un élément non nul u. Or S = Au C L. D’ou L = S. Ceci montre
I'équivalence de (1) et (2).

Enfin, il suit du lemme 2.3.3(1) que (3) implique (1). Supposons que S est simple. Alors

S = Au avec u un élément non nul de S. Or
fiA—=S:a—au

est une application A-linéaire surjective. Ainsi S = A/I, ou I = Ker(f). Comme A/
est simple, d’apres le lemme 2.3.3(1), I est un idéal a gauche maximal de A. Ceci montre

I’équivalence de (1) et (3). La preuve s’achéve.

Exemple. Soit K un corps. Pour tout entier n > 1, le M, (K)-module & gauche K

est simple. En effet, soit

a1

an
un élément non nul de K(”), disons a, # 0 avec 1 < r < n. Pour tous 1 < i,j < n, posons
E;; € M, (K) dont le (i,j)-terme est 1p et les autres sont tous nuls. Alors e, = (a, ' E,,)u,

et donc e; = Ejre,, i =1,...,n. Par conséquent, K™ = M, (K) - u.

Rappelons qu'un anneau principal est un anneau integre dont tous les idéaux sont en-

gendrés par un seul élément.
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2.3.6. Corollaire. Si A est un anneau principal, alors un A-module S est simple si et
seulement si S = A/<p>, ol p est un élément irréductible de A.

Démonstration. Si [ est un idéal de A, alors I =< a >. Or [ est maximal si et seule-
ment si a est irrédutible. Maintenant le résulat se découle immédiatement de la proposition

2.3.5. La preuve s’acheve.

Exemple. Les Z-modules simples sont Z/pZ avec p premier qui sont deux a deux non

isomorphes.

2.3.7. Proposition. Soit S un A-modules a gauche non nul. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) S est simple.

(2) Toute application A-linéaire f : S — M est nulle ou injective.

(3) Toute application A-linéaire g : M — S est nulle ou surjective.

Démonstration. Supposons que S est simple. Soit f : S — M une application A-
linéaire. Si Kerf = 0, alors f est injective. Sinon, Kerf = S. Donc f(u) = 0j pour tout
u € S. Clest-a-dire, f est nulle.

Supposons que (2) est valide. Soit g : M — S une application A-linéaire. Considérons la
projection canonique p : S — S/Im(g). Si p est nulle, alors S/Im(g) = 0. D’ou S = Im(g).
C’est-a-dire, g est surjective. Sinon, p est injective par (2). D’ou Im(g) = Ker(p) = 0.
C’est-a-dire, g est nulle.

Supposons que (3) est valide. Soit L un sous-module de S. Considérons l'inclusion
j: L — S.Sijestnulle, alors L = 0. Sinon j est surjective par (3). D’ou S = Im(j) = L.

Donc S est simple. Ceci acheve la démonstration.

2.3.8. Lemme de Shur. Si S est un A-module a gauche simple, alors End4(S) est un
corps-gauche.

Démonstration. Si f: S — S est une application A-linéaire non nul alors, d’apres la
proposition 2.3.6, f est bijective et donc un automorphisme de S. Par conséquent, End 4(.5)
est un anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles. C’est-a-dire, End4(.S) est un

corps-gauche. La preuve s’acheve.
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Exemple. Soit A = M, (K) avec K un corps et n > 1 un entier. Alors
Endy(K™) = {\| X € K},

ce qui est un corps.

Démonstration. Soit f : K™ — K™ une application A-linéaire. Pour tous A € K et
u€ K™ ona fu) = f(M,)u) = (M,)f(u) = Af(u). Ainsi f est K-linaire. Donc f
est de la forme f: K™ — K® : 4+ Pu, ot P = (pij)nxn € Mn(K). Soit Q € M,(K).
Pour tout v € K™ on a (PQ)u = f(Qu) = Qf(u) = (QP)u. D’ou PQ = QP pour toute
Q € M,(K). On se fixe i,j avec 1 < i,j <neti#j. Alors PE; = E;P. Remarquons
que la j-ieme ligne de Ej; P est la i-ieme ligne de P, ¢’est-a-dire, (pi1, ..., pin). Et la j-ieme
ligne de PEj; est (0,...,0,p,;,0,...,0), out p;; se trouve dans la i-ieme composante. Ainsi

pi; = 0 et pi; = p;j. Cela veut dire que P = py11,,. Par conséquent, f = p;;1.
2.4. Produit et co-produit

A partir du A-module a gauche régulier 4 A, on a vu que le produit cartésien
A" = {(a17a27-"aan) | a; € A,Z - 1,...777,}

est un A-module & gauche. On va généraliser cette construction pour une famille arbitraire
(finie ou infinie) de A-modules & gauche. Etant donnée une famille non vide {My | A € A}

de A-modules a gauche. Si une application
w: A — UpeaMy 0 A= u(N)

est telle que u(A\) € M), pour tout A € A, alors on écrit u = (up)ren, OU uy = u(N).

Evidemment, (ux)aear = (Vr)aen si et seulement si uy = vy, pour tout A € A.

2.4.1. Proposition. Si {M, | A € A} est une famille non vide de A-modules & gauche,

alors

H,\eAM/\ = {(ur)rea | ux € M), pour tout A € A}

est un A-module a gauche, appelé le produit de la famille {M) | A € A}.
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Démonstration. Pour tous u = (ux)ren, v = (Ua)rea € [[LeaMa et a € A, on définit
au = (aux)rea, U+v = (Ux + Vr)rea-

Il est évident que (0pr, )aea est le zéro pour addition et tout élément (uy)rea a pour opposé
(—ux)aea- On peut vérifier que les autres axiomes d’'un A-module a gauche sont valides.

Ceci acheve la démonstration.

Remarque. (1) Si A ={1,2,...,n}, alors

n Mi:{<a1,__.,an>|CLi€Mi,’i:1,...,n}.

i=1
(2) Si M) = M, pour tout A € A, on note alors [, , My = M™.
Exemple. SiN={1,2,--- n,--- }, alors

AN:{(a17a27"' y Qpy = ot ))|ai €A7221727}

2.4.2. Définition. Soit {M, | A € A} une famille non vide de A-modules & gauche.

Pour tout pu € A, application

est A-linéaire et appelée la projection de [],., My sur M,.

Exemple. Si A ={1,2,--- ,n}, il existe n projections

n

bj Mi—)MjI(al,"',an)H(lj; j:1,2,...,n.

=1

Soit {M) | A € A} une famille non vide de A-modules a gauche. Un élément

u = (ux)rer € HMAMA

est dit a support finisi {\ € A | uy # Opr, } est fini. C’est le cas si et seulement s'il existe un

sous-ensemble fini A; de A tel que uy = 0y, pour tout A € A\A;.
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2.4.3. Proposition. Si {M, | A € A} est une famille non vide de A-modules a gauche,

alors
yen My = {u € H}\eAMA | u est a support ﬁm}

est un sous-module de [],., My, appelé le co-produit de la famille {M) | A € A}.
Démonstration. D’abord, (O, )xen € aeaM)y. Soient u = (up)rer, v = (Ua)rea €
MyeaM)y. Par définition, Ay = {A € A | uy # Op} et Ay = {X € A | vy # 0y} sont
tous finis. Donc Ay = Ay U Ay est fini tel que uy = vy = Oy, pour tout A € A\Ag. Ainsi
auy—+b\ = 0y, , pour tout A € A\Ay. Par conséquent, au+bv = (auy +bvy)ren est & support

fini. Donc Il ep M) est un sous-module de [],., M. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. (1) Si A est fini, alors IyepA My = [[,c, Mx. Par exemple, A™ =117 A;, ol

(2) Si My = M pour tout A € A, on note alors M®) =T1I,cp M,.

2.4.4. Définition. Soit {M), | A € A} une famille non vide de A-modules & gauche.

Pour tout pu € A, application
qu : M, — yea My wy, — (up)ren, ot uy = 0y, pour tout A # p
est A-linéaire et appelée 1'injection de M, dans Ixcp M.
Exemple. Si A = {1,2,--- ,n}, alors il existe n injections
g M; — H;Mi — M, a; = (Oans -+ 500, 1s @5, Ongyy e 5 Oy )
Soit M = M, [[ My = {(uy,uz) | u; € M;, 1 = 1,2}, ou My, My des A-modules a gauche.

Soient p; : M — M, les projections et ¢; : M; — M les injections, ¢ = 1,2. On vérifie

aisément que q1p1 + qap2 = 1y, et pour tous 1 < 4,5 < 2,

Ia, st i=7;

0, si i#j.

biq; =

2.4.5. Théoréme. Soient M, M,. .., M, des A-modules a gauche. Alors M = [, M;

si et seulement s’il existe des applications A-linéaires f; : M — M; et g; : M; — M,
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i=1,---.n, tels que Y1, gifi = I, et pour tous 1 < i, j <n,

T, st =7;
0, si 1 # 7.

Démonstration. Posons L = H?:l M;. Considérons les projections p; : L — M;

figj =

et les injections ¢; : M; — L, i = 1,...,n. On voit facilement que >  ¢p; = 1z, et
pour tous 1 < 7,5 < n, on a p,q; = 1y, et pig; = 0 lorsque @ # j. Supposons qu’il
existe un isomorphisme f : M — L. Posons f; = p;f et ¢ = f~'¢;, i = 1,--- ,n. Alors
S gifi=> 0 fTrapif = O ap) f = =M, figi = pif 4 = pigi = T,
et figi = piff'q; = pigj = 0, pour 1 <, j <n avec i # j.

Maintenant on montrera la suffisance. En effet, il est evident que ’application

f:L— M:(up,...,u,)— Z;lgi(ui)

est A-linéaire. Pour tout u € M, on a v = (fi(u),..., fu(u)) € L tel que

n

f(v) = Z!h(fz(u)) = Z(ngz)<u> =y (u) = u.

=1

D’ou, f est surjective. Si w = (u1,...,u,) € Kerf, alors > gi(u;) = 0p. Pour tout
1 <j<mn onaly = fi(0n) =30 (fi9)(w) = £i95(u;) = Tag,(w;) = uy. D'ou, f est

injective, et donc un isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.
2.5. Sommes directs

Partout dans cette section, on se fixe M un A-module a gauche.

2.5.1. Définition. Soit {M, | A € A} une famille non vide de sous-modules de M. Si
(ur)ren € Ixea My, alors Ag = {X € A | uy # Opr} est fini. On définit ), uxn € D0, M

par

OM7 sl AO - @,
E Uy =
AEA D oneng Un, st Ao # 0.

Remarque. (1) Si A; C A tel que uy = 0y pour tout A € A\Aq, alors

Uy = E u
ZAGA A AEA A
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(2) StA=A UMy et AyN Ay =10, alors Yo, ux = D oaen Ua T D nen, U
(3) Sif: M — N est A-linéaire, alors f(D ycp tr) = D aen J(un).

2.5.2. Lemme. Si {M, | A € A} est une famille non vide de sous-modules de M, alors
I’application

p: yeaMy — Z)\GAMA : (un)rea — Z)\GAUA

est A-linéaire et surjective.

Démonstration. Si v € >, M), alors v s’écrit v = Y uy,, ot Ay,..., A\, € Aet
uy, € M), . Posons uy = 0y, pour tout A € A\{ A1, -+, A\, }. Alors u = (uy)aea € aea My
tel que v = p(u). Ainsi p est surjective.

Il reste & montrer que p est A-linéaire. Si u = (uy)rer, v = (Vx)aea € HaeaM,y et a,b € A,

alors au + bv = (auy + bvy),. On veut montrer que p(au + bv) = ap(u) + bp(v). C’est-a-dire,

0 Xl rio) =a(3 )+ (3, m)

Pour ce faire, posons Ay = {A € A | uy # 0y}, Ao ={X € A|vy#0u}, et Ag = A3 UAs.
Alors Ag est fini tel que pour tout A € A\Ag, on a uy = vy = auy + bvy = 0y Si Ag = 0,
alors Ay = Ay = (). Par définition, D, ux = Oar, 2_,catr = Onr, et Y-, cq (auy 4 bvy) = Ony.

D’ou 'éaglité (x). Sinon, on a

a (Z)\EAU’)‘) +0 (Z)\GAUA) = a (Z)\GAOUA) +0 (Z)\EAOUA)
= D en,(@un +buy)
= D ealauy 4 bvy).

D’ou I'égalité (). Ceci acheve la démonstration.

2.5.3. Définition. Soit {M, | A € A} une famille non-vide de sous-modules de M. Si
I’application

p: HyeaMy — ZA&AMA t(ua)ren — Z)\E/\UA

est un isomorphisme, on dit alors que ), , My est une somme directe. Dans ce cas, la

somme est notée @ycp M.

Exemple. Soit K un corps. Considérons le K-espace vectoriel K[z]. On voit aisément

que V,, = {az" | a € K}, n=0,1,2,..., sont des sous-espaces vectoriels de K|z] tels que
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Klz] =", V,. En outre, 'application
P Hn:(]vn - ZTLZOVTL : (CL(),(IIJ}, L, Ay 7) = anoanx
est injective, et donc un isomorphisme. Ceci implique que Klz] = ®22 V..
Remarque. Si A = {1}, alors la somme ) ,_, My = M; est évidemment directe.

2.5.4. Théoréme. Soit {M) | A € A} une famille de sous-modules de M avec A ayant
au moins deux indices. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) 2onen My = @reaM.

(2) Tout u € Y, ., M) s’écrit uniquement u = Y, _, ux, ot (ux)aea € Haea M.

(3) Toute égalité Y, ur = Opr, (ur)aea € rea M), entraine uy = 0y, pour tout A € A.

(4) MynN (Z%A\{/\} Mu) = {0}, pour tout A € A.

Démonstration. Supposons que p est un isomorphisme. Soit v € Y ,_, M). Par
définition, il existe un unique (ux)rea € aeaM) tel que u = p((ur)ren) = D yen Ur. Ceci
montre que (1) implique (2).

Supposons que (2) est valide. Soit ) )., ux = Opz, o1t (ur)rea € aeaMy. Mais 0y =
Y rea Oar. D’apres T'unicité, (ux)aea = (Oar)aren, c'est-a-dire, uy = 0y, pour tout A € A.
Ainsi (3) est valide.

Supposons que (3) est valide. On se fixe un A € A. Etant un sous-module de M ,
M, N Z#GA\{A} M,, contient 0p7. Soit uy € M) N ZueA\{/\} M,,. Alors il existe (v,)uea\(a} €
Heav g My, tel que uy = ZueA\{/\} v,. Posant vy = —uy, on a (v,)uen € L, eaM, tel que
ZueA v, = Opr. Ainsi v, = Oy, pour tout © € A. En particulier, uy = —vy = 0. D’ot,
My Y eavny My = {0ar}. Ceci montre que (4) est valide.

Supposons que (4) est valide. Si (ux)xea € Kerp, alors ), ., ux = 0p. On se fixe un
élément quelconque A de A. Alors —uy = ZMeA\{/\} u, € MyN ZueA\{/\} M,,, et ce dernier
contient seulement 0p;. Ainsi —uy = 0j;. Donc uy = 0y, pour tout A € A. Ceci montre
que Kerp = {0p}. Donc p est injective. Par conséquent, (1) est valide. Ceci acheve la

démonstration.

Remarque. Si M;, M, sont des sous-modules de M, alors My + My = M; & M, si et
seulement si My N My = {0}
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2.5.5. Proposition. Si B = {uy | A € A} est un sous-ensemble non vide de M, alors B
est une base de M si et seulement si tout u € M s’écrit d'une fagon unique u = Nen AU
avec (ay)ren € AN, Dans ce cas, M = @yepAuy,.

Démonstration. D’abord, supposons que tout v € M s’écrit d’une facon unique u =
Y osea Gxty avec (ax)ien € AW En particulier, M =< B >. Etant donné un sous-ensemble
fini {uy,,...,uy,} de A. Supposons que ajuy, + - - - + a,uy, = 0y avec aq, ..., a, € A. Pour
tout A € A, posons ay = a; si A = \; pour un certain 1 < i < n; et ay = 0, sinon. Alors
(ax)rer € AW est tel que 0y = Y aen @ty Mais Opr = Y, o4 04uy. D’apres I'unicité, on a
(ax)aea = (04)aea, C’est-a-dire, ay = 04, pour tout A € A. En particulier, a; = 04 pour tout
1 <7 < n. Ceci montre que B est libre, et donc une base de M.

Supposons réciproquement que B est une base de M. Soit u € M. Alors il existe
M,y \p € Net ay,...,a, € A tels que u = ajuy, + -+ + ayuy,. Pour tout A € A, on
pose ay = a; si A = \; avec 1 < i < n et ay =04 sinon. Alors (ay)rea € AN est tel que
U =) \cp GAUx. Supposons maintenant que u = Y, bauy avec (bx)rea € AW Comme
(ax)ren, (bx)rea € AN il existe un sous-ensemble fini A; de A tel que ay = by = 04 pour tout
A€ A\Ay. En outre, >\ (ax — by)uy = Op. Comme {uy [ A € A;} est une famille finie
libre, on a ay — by = 04, c’est-a-dire, ay = by, pour tout A € A;. Ainsi (ay)rea = (ba)rea-
Ceci montre I'unicité. Enfin, on a vu que M = Y, Aux. Soit (vx)rea € Lxep Auy tel que
Z)\GA vy = 0ps. Posons vy = ayuy avec ay € A. Il existe un sous-ensemble fini Ay de A tel
que vy = 0y, pour tout A € A\Ay. Alors 0y = Z)\EAO ayuy. Comme {uy | A € Ao} est finie
et libre, on a a), = 04 et donc vy = a uy = 0y, pour tout A € Ag. D’apres le théoreme 2.5.4,

la somme ,_, Auy est directe. Ceci acheve la démonstration.

2.5.6. Proposition. Si {M, | A € A} est une famille non vide de A-modules a gauche,
alors Ixep My = @xea qa(M,y), ol gy est 'injection de M) dans le co-produit.

Démonstration. Posons M = I caM,. Comme gy : My — M est A-linéaire, g\(M))
est un sous-module de M. Ainsi ), ., ¢x(My) € M. D’autre part, siu = (ux)rea € ea My,
alors Ag = {A € A | uy # Opr, } est fini. Remarquons que u = Y, aa(un) € 20\ cp aa(My).
Clest-a-dire, M C 3\, qa(My). D’ou, M =3, ) ga(My).

Enfin, on se fixe A\g € A. On voit aisément que N = {(ur)ren € M | uy, = Oy, } est un
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sous-module de M. Comme g,(M,) € N pour tout p # Ao, on a 37 oy 4u(My) S N.

Soit u = (ux)ren € @ro(Mxg) NI en o} Gu(My). Comme u € gy (My,), on a uy = Oy, pour
tout A # A\g. Comme u € N, on a uy, = OMAO‘ D’out u = 0y7. D’apres le théoreme 2.5.4(4),

M = @ enqr(M,y). Ceci acheve la démonstration.
Remarque. Comme g, est injective, on voit que M) = ¢,(M,) pour tout A € A.

Exemple. Considérons un co-produit M II M avec deux injections q1,q2 : M — MII M.
Onaq (M) = (M,0y) = M et qg(M) = (0pr, M) = M tels que MIIM = (M, 04,)®(0pr, M).

2.5.7. Proposition. Soit M = @®ycp My, ou {M, | A € A} est une famille de sous-
modules de M. Si N = ZAGA Ny avec N, un sous-module de M,, alors N = @, cp N, et
M/N = I\ep My /Njy.

Démonstration. D’abord, pour tout A € A, on a

Ny N ZMGA\{A} N, C MynN ZMGA\{A} M, = {0y}

Ainsi N = @)ea Ny. Or tout u € M s’exprime d’une fagon unique u = Z/\GA Uy avec

(ur)aen € ren My. Définissions

f i M — Iy\eaMy/Ny : Z/\GA ux — (ux + Ny)aea,

qui est clairement A-linéaire et surjective. Pour tout v = >, ., ux € M, on a u € Kerf
si et seulement si uy + Ny = 0p; + N,, pour tout A € A si et seulement si uy € N,, pour
tout A € A, si et seulement si u € N. Ainsi Kerf = N. D’apres le corollaire 2.2.2(2), on a
MyeaMy/Ny = M/Kerf = M/N. Ceci acheve la démonstration.

2.5.8. Définition. Un sous-module N de M s’appelle facteur direct s’il existe un sous-

module L tel que M = N & L.
Remarque. Si M =N & L, alors L = M/N et N = M/L.

Exemple. (1) {05} et M sont des facteurs directs de M puisque M = M & {0y}
(2) Le Z-module 2Z n’est pas un facteur direct de Z. En effet, si n € Z est tel que
7 =27 & nZ, alors n # 0. Ainsi 0 # 2n € 27 N nZ, une contradiction.
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2.5.9. Proposition. Soit D un corps-gauche. Si M est un D-espace vectoriel a gauche,
alors tout sous-espace vectoriel N de M est un facteur direct de M.

Démonstration. Prenons une base B = {u, | A € A} de N. D’apres le théoreme 1.3.10,
B est contenue dans une base C = {uy | A € ¥} de M, ou A C 3. Posons A" = ¥\A,
B ={uy | ANe N} et L=<B > Alors M =< BUB' >=<B>+<B >= N+ L. Si
u+v =0y,ouu € Netvel, alorsu=auy +- -+ au, oia €D et les \; sont
des indices distincts de A, et v = bjuy, + -+ - + bsu,,, ot bj € D et les p; sont des indices
distincts de A’. Ceci donne ajuy, + -+ + a,uy, + byuy,, + -+ + bsu,, = Oy, ol les indices
Ai, it; sont deux a deux distincts. Comme C est libre, on a a; = b; = Op, pour tous 1 <7 <r
et 1 < j < s. Par conséquent, u = 0p; et v = 0py. D'ou M = N @ L. Ceci acheve la

démonstration.

2.5.10. Définition. Soit M un A-module non nul. On dit que M est indécomposable
si {0x} et M sont les seuls facteurs directs de M, c’est-a-dire, toute égalité M = N @ L

entraine que N = 0 ou L = 0; et décomposable sinon.
Remarque. Si M = N, alors M est indécomposable si et seulement si N l'est.

Exemple. (1) Tout module simple est indécomposable.

(2) Un espace vectoriel sur un corps est indécomposable si et seulement s'il est de dimen-
sion un.

(3) Le Z-module Z est indécomposable. En effet, si Z = N @ L, alors N = pZ et L = qZ.
Comme pg € NN L, on apg=0. Donc p=0ouqg=0. Cest-a-dire, N =0 ou L = 0.

2.5.11. Lemme. Si M est non nul, alors M est indécomposable si et seulement si tout
isomorphisme M = N II L entraine que N =0 ou L = 0.

Démonstration. Supposons que M est indécomposable. Si M = NII L, alors NII L est
indécomposable. Comme NIIN = (N,0.)® (On, L), on a (N,0,) = {(On,01)} ou (O, L) =
{(On,0)}. D’ou N = {0n} ou L = {0.}. Réciproquement, si M est décomposable, alors
M = N & L avec N, L des sous-modules de M. Or M = N II L avec N, L tous non nuls.

Ceci acheve la démonstration.
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Un élément e d'un anneau est dit idempotent si e? = e. Par exemple, 04 et 1,4 sont tous

idempotents.

2.5.12. Théroeme. Si M est un A-module a gauche non nul, alors M est indécomposable
si et seulement si 'anneau End 4 (M) n’a que deux idempotents 0 et 1.

Démonstration. Supposons que f € Endy (M) est un idempotent avec f # 0 et f # 1.
Alors f(M) et (1 — f)(M) sont deux sous-modules non nuls de M. Pour tout u € M,
onau= fu+ (u—fu) = flu)+ A = f)(u). Dou M = f(M)+ (1 — f)(M). Si
uwe f(M)yn(d— f) (M), alors u = f(u) = (1— f)(w) avec v,w € M. Or

u= f*(u) = f(1 = f)w) = (f( = f))(u) = 0(u) = Oy

Ainsi M = f(M) & (1 — f)(M). Cest-a-dire, M est décomposable.
Supposons que M = L & N avec L, N deux sous-modules non nuls de M. Comme tout

u € M s’écrit uniquement v = v + w avec v € L et w € N. On a une application
fM—>M:v4+wr— v,

ce qui est évidemment A-linéaire. Par hypothese, il existe des éléments non nuls vg € L et
wo € N. Par définition, f(vg) = f(vo + O0nr) = vg et f(woy) = f(0pr +wp) = 0pr. D’out f #0
et f# 1. Pourtout u=v+w € M avecv € Let w e N, on a f*(u) = f(v) = f(v+0y) =

v= f(u). Dou f? = f. Ceci achéve la démonstration.

2.6. Modules libres

Partout dans cette section, on se fixe A un anneau non trivial.
2.6.1. Définition. Un A-module a gauche L est dit libre s’il admet une base.

Remarque. Soit f : L — L' un isomorphisme de A-modules a gauche. Si L est libre,

alors L’ I'est aussi. En effet, si B est une base de L, alors f(B) est une base de L'

Exemple. (1) Le A-module nul est libre.

(2) Si A est un corps-gauche, alors tout A-module a gauche est libre.
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(3) Pour tout n > 0, A" = {(a1,...,a,) | a; € A} est libre. En particulier, 4A est libre.
(4) Pour tout entier n > 0, le Z-module Z,, n’est pas libre. Par contre, Z, est libre en

tant que Z,-module.

2.6.2. Lemme. Soit L un A-module a gauche non nul. Si B = {uy | A € A} est une
famille d’éléments de L, alors B est une base de L si et seulement si tout u € L s’écrit
uniquement u = >, axuy avec (ay)rea € AW,

Démonstration. Supposons que B est une base de L. Si uw € L, alors u = ajuy, +
ces 4 apuy,, ol ay, - a, € Aet A, -+, A\, € A sont distincts. Pour tout A € A, posons
ax=a; si A € {1, , A} et ay = 04 sinon. Alors (ay)xea € AW tel que u = Y e GAlx.
Soit u = D cp baun avec (by)rea € A®  Alors il existe un sous-ensemble finie Ay de A
tel que ay = by = 04, pour tout A € A\Ay. Comme u = Z,\er a\uy = Z/\E/\O byuy, on a
Z/\GAO (ax — by)uy = 0. Comme {uy | A € Ag} est libre, on a ay — by = 04, c’est-a-dire,
ay = by, pour tout A\ € Ag. Ainsi (ax)aea = (br)aea-

Supposons réciproquement que la condition énoncée dans le lemme est vérifiée. Pour
tout u € L, il existe (ay)rea € A™ tel que u = Y onen @xtn. Or Ag ={A € Afuy#04} est
fini tel que u = ZAGAO ayuy. Do, L =< B >. Supposons que ajuy, + - + ayuy, = 0f,
ou ay, -+ ,a, € Aet \,---, )\, € A sont distincts. Pour tout A € A, posons a, = a;
si A € {A\,---, A} et ay = 04 sinon. Alors (ay)ren € AW tel que 0 = Y onen QAU
Mais (04)xea est aussi tel que O = >, ) 04uy. D’apres 'unicité, (ax)rea = (0a)rea. En
particulier, a; = ay, = 04, ¢ = 1,...,n. Ceci montre que B est libre, et donc une base de L.

La preuve s’acheve.

2.6.3. Proposition. Soit L un A-module & gauche libre non nul dont B est une base.
Si M est un A-module a gauche et ¢ : B — M est une application, alors il existe une unique
application A-linéaire f : L — M telle que f(u) = ¢(u), pour tout u € B.

Démonstration. Posons B = {uy | A € A}. Supposons que M est un A-module a
gauche et ¢ : B — M est une application. Notons vy = ¢(uy) € M, pour A € A. D’apres le
lemme 2.6.2, tout u € E s’écrit u = Y, , axux € L pour un unique (ay)ea € AW Comme
(axva)rea est a support fini, on peut définir f(u) = Y . avn € M. Sia,b € A, et u =

Y onea @y et v =D ) bauy avec (ax)aea, (bx)rea € AW alors au—+bv = Y nea(@ax+bby)uy
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avec (aay + bby)aen € AW, Ainsi

flau+bv) = ZAGA(aa,\ + bby)vy = aZAeAaw,\ + bZ/\eAb,\v,\ =af(u)+bf(v).

Ceci montre que f est A-linéaire. D’apres la définition, f(uy) = f(1-uy) =10\ = p(uy),
pour tout A € A. En outre, supposons que g : L — M est A-linéaire telle que f(uy) = vy,
pour tout A € A. Siu = Y ., a\uy avec (ax)rea € AW alors g(uy) = Y oaen dlaruy) =

Y nen @ = f(u). D'olt, g = f. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Soit L un A-module libre de base B. Si f : L — L est A-linéaire telle que
f(u) = u pour tout u € B, alors f = 1. En effet, considérons l'inclusions j : B — L. Alors
f,1, : L — L sont toutes A-linéaires telles que f(u) = j(u) = 1.(u), pour tout u € B.

D’apres l'unicité, on a f = 1.
Par convention, on note A° le A-module nul.

2.6.4. Proposition. Soit L un A-module a gauche. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) L est libre de type fini.

(2) L = A™ pour un certain n > 0.

(3) L admet une base finie.

Démonstration. Si L = 0, alors toute les conditions sont vérifiées. Supposons main-
tenant que L =< vy,...,v,, > est non nul et admet une base B. Comme chacun des v; est
une combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments de B, il existe uq,...,u, € B, deux a
deux distincts, tels que v; = ajnus + - - - + Qiny, a;; € A, cest-a-dire, v; E< uy, ..., uy, >, 0 =
L,....,m. Ainsi L =< vy,...,vp >C< uy,...,u, >C< B >= L. D'ou L =< uy,...,u, >.
Comme B est libre, on a B = {uy,...,u,}. Soient {ej,...,e,} la base canonique de A".
D’apres la proposition 2.6.2, il existe des applications A-linéaires f: A" — Let g: L — A"
telles que f(e;) = w; et g(u;)) = e, i =1,...,n. Or gf : A" — A" est A-linéaire telle que
(fg)(e;)) = e, i =1,...,n. Ainsi fg = 14m. De méme, gf = 1. Clest-a-dire, L = A™.
Ceci montre que (1) implique (2). En outre, on voit aisément que (2) implique (3), et (3)

implique (1). La preuve s’acheve.
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Remarque. Un isomorphisme A™ = A™ avec m,n > 0 néntraine pas m = n.

2.6.5. Proposition. Si M est un A-module a gauche, alors M est de type fini si et
seulement s’il existe une application A-linéaire surjective g : A — M, pour un certain n > 0.

Démonstration. D’abord, supposons que M =< wuy,---,u, >. Considérons le A-
module libre A™ dont {ey,--- ,e,} est la base canonique. D’apres le théoreme 2.6.3, il existe
une application A-linéaire f : A" — M telle que f(e;) = u;, i = 1,--- ,n. Pour tout v € M,
onauv=au +- -+ ayly,, ou a,---,a, € A. Or u = aje; + -+ + a,e, € A" est tel que
f(u) =v. D’ou f est surjective.

Réciproquement supposons qu’il existe une application A-linéaire surjective g : A" — M.

Comme g est surjective, M =< g(ey), ..., g(e,) >. Ceci acheve la démonstration.

Soit A un anneau commutatif. Une matrice P € M, (A) est dite inversible s’il existe
Q € M,(A) telle que PQ = QP = I,, la matrice-identité d’ordre n sur A. Par exemple,

considérons les matrices sur Z suivantes:

Alors la premiere matrice est inversible, mais la deuxiéme ne 1’est pas.

2.6.7. Proposition. Soit A un anneau commutatif. Soit L un A-module libre ayant

pour base {u1,...,u,}. Si (v1,...,v,) = (uy,...,u,)P avec P une matrice inversible d’ordre
n sur A, alors {vy,...,v,} est une base de L.

Démonstration. Comme (uy, ..., u,) = (vy,...,v,) P!, chaque u; est une combinaison
linéaire de vy,--- ,v,. Ainsi L =< uq,...,u, >C< vq,...,v, >C L. Par conséquent,
L =< wy,...,v, >. En outre, supposons que ay,...,a, € A sont tels que

a1 3]
0L = ajvy + -+ + apv, = (v1,...,0y) : = (u1,...,up)P
(7% Qp,
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Comme {uy,...,u,} est libre, on a

aq OA
P =
Qp, OA
Comme P est inversible, on a
aq OA
= 7
Qp, OA
c’est-a-dire, a; = 04, ¢ = 1,...,n. Donc {vy,...,v,} est libre et ainsi une base de L. Ceci

acheve la démonstration.

On rappelle que toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont le méme
nombre de vecteurs. Cette propriété n’est pas valide pour les modules libres sur un anneau

général. Mais c’est le cas si 'anneau est integre.

2.6.8. Lemme. Soit A un anneau integre. Si L est un A-module libre ayant une base

de n éléments, alors toute famille de m éléments de L est liée lorsque m > n.

Démonstration. Supposons que {uy,...,u,} est une base de L et {vy,...,v,} C L
avec m > n. Il suffit de montrer que {vy,...,v,, v,41} est liée. C’est évident si un des v; est
nul. Considérons maintenant le casouv; #0,,i=1,...,n,n+ 1. Sin =1, alors v; = ayu,

et vy = asuq, ol aj,as € A. Comme v; # 07, on a a; # 04, ¢ = 1,2. Or agv; — aqvy =
(azay)uy — (ajaz)u; = Op, puisque A est commutatif. D’ou, {vy,ve} est liée. Supposons
que n > 1 et 'énoncé est vrai pour les modules libres ayant une base de n — 1 éléments.
Posons M =< uy,...,u,_1 >, qui a pour base {uy,...,up,_1}. Si {v1,..., 0,01} € M, alors
{v1, ..., U541} est liée par 'hypothese de récurrence. Sinon, on peut supposer que v, 11 & M.
Comme {uy,...,u,} est une base de L, on a L = Auy @ Aug @ - - - & Au,, = M & Au,,. Ainsi
L/M = Au, =4A. Comme A est integre, 4 A est sans torsion, et donc L/M est sans torsion.
En particulier, v,,; + M n’est pas de torsion. En outre, L/M admet une base d'un seul
élément. Comme I'énoncé est valide pour n = 1, {v;4+M, v, 11+ M} est liée, pouri = 1,...,n.
Ainsi il existe a;,b; € A, non tous nuls, tels que a;(v; + M) + b;(v,1 + M) =0+ M, cest-

a-dire, a;v; + bjv,.1 € M, i =1,...,n. Supposons qu’il existe un certain 1 < i < n tel que
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a; = 04, alors b; # 04 est tel que b;(v,41 + M) = 0+ M. Cela veut dire que v, 11 + M est
de torsion, une contradiction. Donc a; # 04, pour i =1,...,n.
Comme M a une base de n — 1 éléments, d’apres 'hypothese de récurrence, il existe

c1,..., ¢, € A, non tous nuls, tels que > 7" | ¢;(a;v; + bjvpy1) = 0y, c’est-a-dire,

(clal)vl + -+ (cnan)vn + (Zi:1Cibi)Un+1 = OL-

Comme A est integre, ciay, ..., c,a, ne sont pas tous nuls. Ainsi {vy,...,v,, v,01} est lide.

Cecli acheve la démonstration.

2.6.9. Théoreme. Soit A un anneau integre. Si L est un A-module libre de type fini,
alors les bases de L ont le méme nombre d’éléments, et ce nombre commun s’appelle le rang
de L.

Démonstration. Supposons que L est libre de type fini. Si L est nul, alors la famille
vide est la seule base de L. Supposons que L est non nul. D’apres la proposition 2.6.4, L
admet une base finie {uy,...,u,}. Si B est une base quelconque de L. D’apres le lemme
2.6.7, |B| < n. De méme, si B = {vy,...,v,} avec m < n, alors n < m. D’ou, m = n. Ceci

acheéve la démonstration.

Remarque. (1) Si A est un corps et F est un A-espace vectoriel de dimension finie,
alors le rang de E est la dimension de F.

(2) Un A-module libre L est de rang 0 si et seulement si L = 0.

(3) Soit V' un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps K. Considérant ’anneau

A =Endg(V),ona JA=,AIl 4A.

2.6.10. Lemme. Soit A un anneau integere. Si n > 0, alors un A-module libre L est
de rang n si et seulement si L = A™.

Démonstration. Le résultat est évident si n = 0. Supposons que n > 0. Alors A™ admet

une base canonique {ey,...,e,}. Si f: A" — L est un isomorphisme, alors { f(e1), ..., f(en)}
est une base de L. Ainsi L est de rang n. Réciproquement, si L admet une base {u1, ..., u,},
alors

fA" = L:(ay,...,a,) — ajug + - - + azuy,
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est un isomorphisme. Ceci achéve la démonstration.

En général, un sous-module d'un module libre n’est pas nécessairement libre. Par exem-

ple, soit A = M, (K) avec n > 1 et K un corps. On sait que 4A est libre et

ag 0 -+ 0
1= oo e |ay, - ,a, € K

a, 0 -+ 0

est un sous-module de A. En tant que A-modules, on a I = K™ et on sait que K™ n’est
pas libre. En cas ou A est principal (c’est-a-dire, A est integre et tout idéa de A est engendré

par un seul élément), on montrera quun sous-module d’'un A-module libre est libre.

2.6.11. Théoreme. Soit A un anneau principal. Si L est un A-module libre de rang n,
alors tout sous-module de L est libre de rang plus petit ou égal a n.

Démonstration. Soit N un sous-module de L. Si N = 0, alors N est libre de rang zéro.
Supposons maintenant que N # 0. Soit {uy,...,u,} une base de L. Si n = 1, il existe un
isomorphisme f: A — L. Alors [ = f~1(N) est sous-module de A tel que N = I. Comme
A est principal, I = Aa. Or a # 04 car N # 0. Comme A est integre, {a} est libre et donc
une base de I. Par conséquent, N est libre de rang un. Supposons que n > 1 et le résultat
est valide pour tout A-module libre de rang n — 1. Remarquons que M =< uy, ..., Up_1 >
est libre de rang n — 1 et Au, est libre de rang un tel que L = M & Au,. Remarquons que
N/(N N M) = (N + M)/M, un sous-module de L/M. Etant isomorphe & Au,, le module
L/M est libre de rang un. Ainsi N/(IN N M) est libre de rang au plus un. Si N/(N N M) est
nul, alors N C M. Par hypothese de récurrence, N est libre de rang au plus n — 1. Sinon,
N/(N N M) admet une base {vy + (N N M)} avec vy € N. Si NN M = 0, alors {vg} est
une base de N. Sinon, comme M est libre de rang n — 1, d’apres I’hypothese de récurrence,
N N M admet une base vy, ...,v, avec m < n — 1. Il reste & montrer que {vg,vy,..., 0}
est une base de N. Pour tout u € N, on a u+ (N N M) = ap(vg + (N N M)) avec ag € A,
c’est-a-dire, u — agvg € N N M. Ainsi u — agvg = a101 + -+ + ApUm, a; € A1 =1,...,m, et
donc N =< vg,v1,...,v, >. En outre, si byvg + byvy + -+ + bpv,, = 0p, bo, b1,...,b, € A,
alors byvg = —(byvy + -+ - + bypvy) € NN M. Dot bg(vg + (NN M)) =0+ (NN M). Donc

by = 04. Ceci nous donne byv; + --- + bv,, = 0. Par conséquent, by = --- = b,, = 04.
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Donc {vg, v1,...,v,} est libre et donc une base de N. Cela veut dire que N est de rang

m + 1 < n. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Rappelons que si E est un espace vectoriel de n sur un corps, alors un
sous-espace F' de E est de dimension n si et seulement si ' = E. C’est pas le cas pour les
modules libres de type fini sur un anneau principal. Par exemple, Z est un Z-module libre

de rang un, et 27 est un sous-module libre de Z de rang un, mais 27 # Z.
2.7. Suites exactes

Considérons une suite M —» N %5 L de deux applications A-linéaires de A-modules a
gauche. On voit aisément que gf = 0 si et seulement si, Imf C Kerg. Si Imf = Kerg, on

dit alors que la suite est exacte. Plus généralement, on a la notion suivante.

2.7.1. Définition. Soit n > 1 un entier. Une suite de n applications A-linéaires

. fnfl

Moi)MlﬁMQL-- %MnflﬁMn

de A-modules a gauche est dite ezacte si Kerf; 1 = Imf; pour tout 1 < i < n. Dans ce cas,

firifi=0,i=1,...,n—1.

Exemple. (1) Considérons I'application Z-linéaire f : Z — Z : a — 3a et la projection
canonique p : Z — Z3 : a — a. La suite Z SN/ AN Z3 est exacte.

(2) Considérons I'application Z-linéaire g : Zy — Z4 : @ — 2a. La suite suivante est
exacte:

Ty 9Ty ST L g, 7,
En effet, Img = {0,2,4,6} = {0, 2}, et Kerg = {0, 2}.
2.7.2. Lemme. Soit f : M — N une application A-linéaire de A-modules a gauche.
(1) f est injective si et seulement si la suite 0 — M I, N est exacte.

(2) f est surjective si et seulement si la suite M L, N = 0 est exacte.

(3) f est un isomorphisme si et seulement si la suite 0 — M L. N = 0 est exacte.
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(4) La suite 0 — Ker f ERY VEERS YRR Cokerf — 0 est exacte, ou j est 'inclusion et p est
la projection canonique.

Démonstration. (1) D’abord, Im(0) = {0y }. Donc 0 — M . N est exacte si et
seulement si Kerf = {0y} si et seulement si f est injective.

(2) On a Ker0 = N. Ainsi M L, N — 0 est exacte si et seulement si Imf = N siet
seulement si f est surjective.

(3) La suite 0 — M L. N = 0 est exacte si et seulement si les suites 0 — M 5 N et
M EN N — 0 sont toutes exactes si et seulement si f est injective et surjective si et seulement
si f est un isomorphisme.

(4) Comme j est injective et p est surjective, la suite exacte en Kerf et en Cokerf.
Comme Imj = Kerf et Kerp = Imf, la suite est exacte en M et en N. Ceci acheve la

démonstration.

2.7.3. Définition. Une suite exacte 0 — L 5 M % N — 0 d’applications A-linéaires

de A-modules a gauche s’appelle une suite exacte courte.

Exemple. (1) Si g : M — N est surjective, alors 0 — Kerg M %5 N — 0 est une
suite exacte courte, o j est inclusion.

(2) Si f: L — M est injective, alors 0 — L o2 Coker f — 0 est une suite exacte
courte, ou p est la projection canonique.

(3) Si L est un sous-module de M, alors 0 — L LML M/L — 0 est une suite exacte

courte, ou j est I'inclusion et p est la projection canonique.

2.7.4. Proposition. Soit 0 — L LM % N = 0 une suite d’applications A-linéaires
de A-modules a gauche. Soient j : Kerg — M linclusion et p : M — Cokerf la projection
canonique. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) La suite 0 — L L M % N — 0 est exacte courte.

(2) f est injective et il existe un isomorphisme g : coker f — N telle que g = gp.

(3) g est surjective et il existe un isomorphisme f: L — Kerg telle que f = jf.

Démonstration. Supposons que (1) est valide. En particulier, f est injective. Ainsi
f:L—>Imf:u— f(u) est un isomorphisme tel que f = jf. Comme Imf = Kerg, (2) est

valide.

93



En outre, g est surjective. D’apres le théoreme 2.2.1, il existe un isomorphisme g :
M/Kerg — N tel que g = gp. Comme Kerg = Imf, on a M/Kerg = M/Imf = Cokerf.
Donc (3) est valide.

Supposons maintenant que (2) est valide. Alors la suite 0 — L LM S N 0 est
exacte en N. Comme f et 7 sont toutes injectives, f 'est aussi. Donc la suite est exacte
en L. En outre, pour tout u € L, on a f(u) = (jf)(u) = j(f(u)) = f(u) € Kerg. Ainsi
Imf C Kerg. Réciproquement si v € Kerg, comme f est surjective, il existe u € L tel que
v = f(u) = j(f(u) = f(u) € Imf. Donc Imf = Kerg, et ainsi la suite est exacte en M.
C’est-a-dire, (1) est valide.

Supposons maintenant que (3) est valide. Alors la suite 0 — L LM &N S0 est
exacte en L. Comme g et p sont toutes surjectives, g I'est aussi. Ainsi la suite est exacte
en N. Pour tout u € L, on a (¢f)(u) = g(p(f(w))) = g(f(u) + Imf) = g(0 + Imf) = Ox.
Donc Imf C Kerg. Réciproquement, si v € Kerg, alors Oy = g(v) = g(p(v)) = g(v + Imf).
Comme g est injective, on a v + Imf = 0+ Imf. C’est-a-dire, v € Imf. Cela veut dire que

Kerg = Imf. Ainsi la suite est exacte en M, et donc (1) est valide. La preuve s’achéve.
Soient M7, My deux A-modules a gauche. On a alors une suite exacte courte
0— M, —= M, T M, —> M, —0,

ou ¢ est l'injection et py est la projection. Remarquons que M; IT My = (My,0) @ (0, Ms)
avec (Mi,0) = Img; = Kerp,.

2.7.5. Définition. Une suite exacte courte ( L ! M—1=N 0 d’applica-

tions A-linéaires de A-modules a gauche est dite scindée si Im(f), ou bien Ker(g), est un
facteur direct de M.
Exemple. Si D est un corps-gauche, alors toute suite exacte courte

0 AN Y

N 0

d’applications D-linéaires de D-espaces vectoriels a gauche est scindée. En effet, Imf est un

sous-espace vectoriel de M. Comme D est un corps-gauche, Im f est un facteur direct de M.
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2.7.6. Proposition. Soit 0 L ! M—2>N 0 une suite exacte courte

d’applications A-linéaires de A-modules a gauche. Si la suite est scindée, alors M = LII N.

Démonstration. Comme la suite est exacte, on a L = Imf et N = M/Imf. Supposons
maintenant que M = Imf @& M’ avec M’ un sous-module de M. Alors M’ = M/Imf = N.
Ainsi M =Imf e M ZImf I M = LII N. Ceci achéve la démonstration.

f g

Exemple. Considérons () Zio 2y Zio 0, ou f,g sont définies par
f(n) =2net g(n) = i, pour tout n € Z. 1l s’agit d’une suite exacte courte, mais non-scindée.
En effet, supposons que la suite est scindée, alors Z, = Zy 11 Zy. Soit h : Z4 — Zo 11 Z4 un tel
isomorphisme. Alors h(1) = (m,n) avec m,n € Z. Or h(2) = 2(m,n) = (2m,2n) = (0,0).

D’ou, h n’est pas injective, une contradiction.

2.7.7. Théoreme. Soit une suite exacte courte d’applications A-linéaires de A-modules

a gauche:

0 L M

Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) La suite est scindée.

(2) 11 existe une application A-linéaire ¢’ : N — M telle que gg’ = 1.

(3) 1l existe une application A-linéaire f': M — L telle que f'f = 1.

Démonstration. Supposons que (1) est valide. Alors il existe un sous-module M’ de
M tel que M = Imf + M' = Kerg + M’ et Kerg N M’ = 0. Pour tout v € N, on prétend
qu’il existe un unique v’ € M’ tel que g(u') = u. En effet, comme g est surjective, il existe
w € M tel que g(w) = u. Comme M = Kerg + M’', on a w = wy + v’ avec wy € Kerg
et u/ € M'. Or u = glw) = g(wy) + g(u') = g(u’). Siu”" € M tel que g(u”) = u, alors

"— ") = 0yn. Dou v —u" € M'NnKerg = {0y}, et donc v/ = u”. Ceci montre que

g(u
lapplication ¢ : N — M : u +— o est bien définie, ou v € g (u) N M'. Siu,v € N
et a,b € A, alors u = g(u') et v = g(v') avec v/,v" € M'. Or au’ + ' € M’ tel que
glau'+ ') = au+bv. Donc ¢'(au+bv) = au' + ' = ag’(u) +bg'(v). Ainsi ¢’ est A-linéaire.
Or pour tout u € N, on au = g(v') = g(¢'(u)) = (9¢')(u). Donc gg’ = 1y, c’est-a-dire, (2)

est valide. En outre, pour tout y € M, il existe un unique yg € Imf et un unique y; € M’

tels que y = yo + y1. Comme [ est injective, il existe un unique y’' € L tel que f(y') = vo.
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Ceci nous donne une application bien définie: f': M — L : y +— 3/, ou ¢y est unique tel
que y — f(y') € M'. Soient y,z € M et a,b € A. Posons v/ = f'(y) et f'(z) = 2/. Alors
y=f), 2= f(') € M'. Comme (ay+bz) — f(ay' +b2') = aly — f(y)) +b(z— f(2)) € M,
on a f'(ay + bz) = ay’ + bz’ = af'(y) + bf'(z). Ceci montre que f" est A-linéaire. Pour
tout ¢y € L, posons y = f(y') € M. Comme y — f(y') =0y € M', on a f'(y) =y'. D’ou
(f'H) = f(y) =y. Cest-a-dire, f'f = 1. Ceci montre que (3) est valide.

Supposons maintenant qu’il existe une application A-linéaire ¢’ : N — M telle que

g9’ = 1. On montrera M = Imf @ Img’. En effet, pour tout v € M, on a

9(v) = (99")(9(v)) = 9((g'(g(v))),

c’est-a-dire, g(v — ¢'(g(v))) = Op. Dot v = v — ¢'(g(v)) € Kerg = Imf. Ainsi v =
v'+¢'(g(v)) € Imf +Img'. Par conséquent, M = Imf +Img’. En outre, si v € ImfNImg’ =
Kerg N Img’, alors g(v) = Oy et v = ¢'(u) avec u € N. Donc u = (g¢’)(u) = g(¢'(u)) =
g(v) = 0y. Par conséquent, v = ¢'(u) = 0p7. Donc Imf NImg’ = {0y/}. D’ou (1) est valide.

Supposons enfin qu’il existe une application A-linéaire ' : M — L telle que f'f = 1.
On montrera que M = Ker(g) @ Ker(f’). Pour tout v € M, on a f'(v) = (f'f)(f'(v))) =
f'(f(f'(v))), cest-a~dire, f'(v — f(f'(w))) = 0. D’ou v’ = v — f(f'(v)) € Kerf’, et donc
v = f(f'(v)) +v € Imf + Kerf' = Kerg + Kerf’. Par conséquent, M = Kerg + Kerf’.
Si v € Kerg N Kerf’ = Imf N Kerf’, alors f'(v) = 0, et v = f(w) avec w € L. Or
w = f'(f(w)) = f'(v) = 0, et ainsi v = f(w) = 0p. Donc Kerg N Kerf’ = 0. D’ou
M = Kerg @& Kerf’. Ceci montre que (1) est valide. La preuve s’acheéve.

2.7.8. Proposition. Soit 0 M ! N2

L 0 une suite exacte courte
d’applications linéaires de A-modules a gauche. Si L est libre, alors la suite est scindée.
Démonstration. Supposons que L admet une base B = {uy | A € A}. Pour tout A € A,
comme g est surjective, uy = g(vy) avec vy € N. Considérons l'application ¢ : B — N :
uy +— vy. D’apres la proposition 2.6.2, il existe une application A-linéaire ¢’ : L — N telle
que ¢'(uy) = wvyx. Or g¢' : L — L est A-linéaire telle que (gg')(uy) = g(¢'(uyr)) = g(vy) = uy,

pour tout A € A. Ainsi g¢’ = 1, et donc la suite est scindée. Ceci achéve la démonstration.

2.8. Exercices
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. Considérer I'application f : Z* — Z3 : (a,b,c) — (a—b+2c, 5b+c, 3a+b+2c). Montrer

que f est Z-linéaire, et calculer son noyau et son image.

. Considérer les R[z]-modules R®) et R(?) définis respectivement par les applications

R-linéaires f : R®) — R®) 1y Puet g: R® — R : v - Qu, o

011
P=1001], Q=
0 0
000

Trouver les applications R[z]-linéaires h : R®) — R,

. Considérer les modules 7Q et Q.

(1) Montrer qu'une application f : Q — Q est Q-linéaire si et seulement si f est
Z-linéaire.
(2) Montrer que Endz(Q) = Q en tant qu’anneaux. Indication: Considérer 'application

¢ :Endz(Q) — Q: f— f(1).

. Si n est un entier positif, montrer que Endz(Z,) = Z, en tant qu’anneaux. Indication:

Considérer I'application ¢ : Endz(Z,) — Z, : f — f(1).

. Si M et N sont des A-modules a gauche isomorphes, montrer que End 4 (M) = End 4 (V)
en tant qu’anneaux. Indication: Si ¢ : M — N est un isomorphisme A-linéaire,

considérer Iapplication ¢ : Enda(M) — Enda(N) : f — ¢fe L

. Soit A un anneau integre. Soit f : M — N une application A-linéaires de A-modules.
(1) Montrer que f(7(M)) C T(N).

(2) Si M est de torsion, montrer que Imf C 7(N).

(3) Si N est sans torsion, montrer que 7 (M) C Kerf.

(4)

4) Si M est de torsion et N est sans torsion, montrer que f = 0.

. Soit f: M — N une application A-linéaire de A-modules a gauche.

(1) Si f est injective, montrer que ann(N) C ann(M).

(2) Si f est surjective, montrer que ann(M) C ann(N).
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10.

11.

12.

13.

14.

(3) Si f est un isomorphisme, montrer que ann(M) = ann(V).

Soient I, J deux idéaux bilatéres d'un anneau A. Si A/I = A/J en tant que A-modules
a gauche, montrer que I = J. Indication: Utiliser la partie (3) du numéro 5 et le dernier

numéro des Exercices 1.5.

Soit K un corps. Sip(x),q(x) sont deux polynomes distincts irréductibles et normalisés
(c’est-a-dire, le coefficient directeur est 1) sur K, montrer que toute application K|[z|-
linéaire f : K[z|/<p(z)>— Klx]/<q(x)> est nulle. Indication: Utiliser le numéro

précédant.
Trouver les sous-modules du R[z]-module R[z]/<z® — 3z — 2>.

Soit M un module a gauche sur un anneau A. Soient N, N’, L, L' des sous-modules de

M tels que N C L et N' C L'. Montrer que

(LNL)+N _ LAL _(LNL)+ N

(LONNY+N  (NNL)+(LNN) (NNL)+N"

Indication: Construire une application linéaire LNL' — (LN L)+ N) /(LN N') + N).

Soit E un espace vectoriel sur un corps K, vu comme un K|[z]-module défini par
le K-endomorphisme pulg avec y € K. Si gFE est de dimension un, montrer que

kB = K] /<o — p>.

Soient A un anneau integre et @ un élément non nul de A. Montrer les énoncés suivants.

(1) Le A-module régulier 4A admet une suite décroissante de sous-modules:
ADAaDAd® D - D A" DA D -
(2) Pour tout entier n > 1, on a Aa""'/Aa™ = A/Aa.

Soient M un A-module a gauche et N un sous-module de M.

(1) Si L est un sous-module de M contenant N, alors L est un sous-module maximal

de M si et seulement si L/N est un sous-module maximal de M/N.

(2) Si M/N est non nul et cyclique, alors N est contenu dans un sous-module maximal

de M.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Pour tout A € C, poser S\ = Clz]/<z — A>.

(1) Montrer qu'un C[z]-module S est simple si et seulement si S = S pour un certain
A eC.
(2) Montrer, pour tous A, u € C, que Sy = S, si, et seulement si, A = p. Indication:

Utiliser le numéro 7.

Si S est un Z-module simple, montrer que Endz(S) est un corps.

Soit K un corps. Considérer le K[z]-module simple S = Kz]|/<p(z)>, ou p(x) est
un polynome irréductible de K[z|. Vérifier que Endg,(S) = Kz]/< p(z) > en tant

qu’anneaux. Indication: Considérer I’application suivante:

¢ Endyp,(S) — Kla]/<p(x)>: fr— f(1).
Si p est un entier positif, montrer que I’application
f 7 — Hooflzpn Sa ((I—{—pZ,CL—FpQZ,--- >a+an7"')

est Z-linéaire, injective, et non surjective. Indication: Pour la derniere partie, con-

n—1

sidérer 1'élément (a + pZ, as + p*Z, -+ ,an +p"Z,--+ ,), ol G = p

Soit {M, | A € A} une famille non vide de A-modules a gauche. Montrer que
MaenMy = [T ep M) si et seulement si 'ensemble {\ € A | My # 0} est fini.

Soient A un anneau integre et M un A-module. Si My, - -, M, sont des sous-modules

de M tels que M = M; & --- @ M, montrer que 7 (M) =T (M) @ ---® T (M,) et

M M, M,
T Ton N Tan)

Soit E un espace vectoriel sur un corps K de base B = {uy | A € A}. Sip € K,
montrer que le K[r]-module E défini par 'endomoprhisme plz est isomorphe & S™,

ou S =Klz|/<x —pu>.

Soit I un idéal a gauche de A. Montrer que I est un facteur direct 4 A si et seulement

si I = Ae avec e un idempotent.

29



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Montrer que le Z-module Q est indécomposable. Indication: Utiliser la partie (2) du

numéro 3 et le théoréme 2.5.12.

Soit A un anneau non nul. Soient L, M deux A-modules a gauche libres de bases U et

Y respectivement. S’il existe une bijection ¢ : U4 — V', montrer que L = M.
Montrer que tout sous-module du Z-module Z est libre.

Soit A un anneau fini et I un idéal a gauche de A. Montrer que I, en tant que sous-
module du A-module 4 A, est libre si et seulement si I = 0 ou [ = A. Indication:

Utiliser la proposition 2.6.4.

Montrer que le Z-module QQ n’est pas libre. Indication: tout couple de deux nombres

rationnels est lié sur Z.

Soit A un anneau non trivial. Si I est un idéal bilateére de A, montrer que A/I est libre
en tant que A-module a gauche si et seulement si I = 0 ou [ = A. Indication: A/I est

annulé par [.

Soit F un K[z|-module avec K un corps. Si xF est de dimension finie, montrer que

K[« F n'est pas libre.

Soient a,b > 1 des entiers co-premiers. Montrer que le Z-module Z est engendré par a
et b, mais que '’ensemble {a, b} ne contient pas de base de Z. Ainsi, contrairement a
ce qui se passe pour les espaces vectoriels, un ensemble générateur d’'un module libre

de type fini ne contient pas nécessairement de base.

Soit A un anneau commutatif non trivial.

(1) Montrer qu'un idéal I de A est principal (c’est-a-dire, engendré par un seul
élément) lorsque [ est libre en tant que A-module.
(2) Si tout sous-module du A-module régulier 4A est libre, montrer que A est un

anneau principal. Attention: Il faut montrer que A est integre.
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

Soit n = ab avec a, b des nombres positifs. Montrer que I’on a une suite exacte courte

a’applications Z-linéaires de Z-modules comme suit:
0 — aZ, - 7, -2 b7, — 0,
ol j est l'inclusion et g est la multiplication par b.

Soit K un corps. Sil’on a une suite exacte courte de K-espaces vectoriels de dimension
finie

0—F-LEp 2 qg—o,

montrer que dim(F) = dim(F') + dim(G).

Soient A un anneau principal et M un A-module. Si M est de type fini, montrer qu’il

existe une suite exacte courte
0— Ly~ Ly % M — 0
d’applications linéaires de A-modules avec Ly, L; libres de type fini.

Soit L L5 M %5 N une suite d’applications A-linéaires de A-modules a gauche.
Montrer que la suite 0 — L M % N est exacte si et seulement si gf =0, et
pour toute application A-linéaire h : P — M telle que gh = 0, il existe une unique
application A-linéaire b’ : P — L telle que h = fh'.

Soit () L ! M—1=N 0 une suite exacte courte d’applications A-linéaires

de A-modules a gauche. Montrer que la suite est scindée si, et seulement si, il existes

des applications A-linéaires f': M — L et ¢’ : N — M telles que ff' 4+ ¢'g = 1,,.
Soit un diagramme commutatif a lignes exactes

0 L M N 0

AP

0 I M = N 0

d’applications A-linéaires de A-modules a gauche. Montrer que
® P
O—MUIOL —MIM —N ——0
est une suite exacte courte, ou ¢(u, u') = (u, B(u)+ f'(u')) et Y(v,v") = v(g(v))—g'(v).
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38. Soient I, J des idéaux a gauche d’'un anneau A. Si A = I + J, montrer que
ITHJ= AT (INJ).
Indication: Construire une suite exacte courte 0 - INJ - I11J — A — 0.

39. Soient M un module a gauche sur un anneau A et N un sous-module de M. Si

M/N = 4A, montrer que M = N & Au pour un certain u € M.
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Chapitre 3: Modules de type fini sur un anneau euclidien

Partout dans ce chapitre, on se fixe A un anneau euclidien. C’est-a-dire, A est un anneau
integre muni d’une valuation ¢ : A* — N, ou A* = A\{04}, vérifiant les conditions suivantes:

(1) Pour tous a,b € A*, on a p(a) < p(ab).

(2) Siac Aetbe A* alors a =gb+r, our,q € A tels que r = 04 ou p(r) < p(b).

On voit que ¢(14) < ¢(a) pour tout a € A*. Remarquons que a € A* est inversible si
et seulement si p(a) = p(14). Dans ce cas, on dit que a est une unité. Soient a,b € A. On
dit que a divise b, noté a | b, si b = aq avec ¢ € A, ou bien (b) C (a). Pour tout a € A, on
aa |04, et de 'autre coté, 04 | a si et seulement si a = 04. En outre, on dit que a,b sont

associés, noté a ~ b, si I'un divise 'autre, c¢’est-a-dire, a = bc avec ¢ un unité.

Les exemples classiques d’anneaux euclidiens sont Z et K[z] avec K un corps.
3.1. Modules cycliques

Rappelons que A est toujours principal. En particulier, pour tous aq,--- ,a, € A, on a
(a1)+---+(a,) = (d) et (a1)N---N(a,) = (m), o d,m € A. Dans ce cas, on dit que d est le
plus grand commun diviseur et m le plus petit commun multiple de aq, ..., a,. Remarquons,
pour tout a € A, que le plus grand commun diviseur de 04, a est a, et le plus petit commun

multiple de 04, a est 04.

Comme A est principal, un A-module M est cyclique si et seulement si M = A/(a), ou

a € A. Dans ce cas, M = 0 si et seulement si a est inversible.
3.1.1. Proposition. Si d = bc avec b, c € A co-premiers, alors
A/(d) = A/(b) ITLA/(c).

Démonstration. Pour tout y € A, on écrit y =y + (b) € A/(b), g =y + (d) € A/(d) et

g=1y+ (c) € A/(c). Considérons la suite exacte courte
0—= A/(b) = A/(d) —~ A/(c) —=0,
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ou f,g sont définies par f(a) = ac et g(a) = a, pour tout a € A. Comme b,c sont co-
premiers, il existe u,v € A tels que 14 = bu+cv. Or ¢ : A/(c) — A/(d) : a4 — bua est
bien définie et A-linéaire. Pour tout a € A, on a a = (bu)a + ¢(va). Donc a = bua. Ceci
nous donne (g¢')(a) = g(bf%) = bua = a, c'est-a-dire, g¢’ = 1. D’apres le théoreme 2.7.8,
la suite est scindée. D’apres la proposition 2.7.7, A/(d) = A/(b) II A/(c). Ceci acheve la

démonstration.

3.1.2. Corollaire. Si d ~ pi*---pI', ou les p; € A sont premiers deux a deux non

associés et les n; sont des entiers positifs, alors

A/(d) = A/(py*) IT--- T A/ (py).

Démonstration. Par I'hypothese, d = up(*---p'" avec u une unité. Alors (d) =
(p* -+ p). On procede par recurrence sur r. Si r = 1, il n'y a rien a prouver. Supposons
MNpr—1

que r > 1 et le résultat est valide pour » — 1. Remarquons que pj*---p,"7' et pl sont

co-premiers. D’apres la proposition 3.1.1, on a
AfYpl) = A/ p ) DA/ (prr) = AJ(pr*) T+ ITA/ (p251) LA/ (p)),

ol le dernier isomorphisme suit de I’hypothese de récurrence. Ceci acheve la démonstration.
Exemple. Ziyg = 7, U Zg 1 Zs,.

3.1.3. Théoréme. Si d € A est non inversible, alors A/(d) est indécomposable si et
seulement si d = 0 ou d ~ p" avec p € A premier et n un entier positif.

Démonstration. Supposons que A/(d) est indécomposable avec d non nul. Comme
A/(d) # 0, on a d n’est pas une unité. D’ou d ~ p{*---pl ou les p; sont des éléments
premiers deux a deux non associés de A et les n; sont des entiers positifs. Ainsi A/(d) =
A/(pyt---pir). D’apres le corollaire 3.1.2, r = 1. Ceci montre la nécessité.

Pour la suffisance, on suppose premierement que d = 0. Alors A/(d) = A. Si N, L sont
des sous-modules non nuls de A, alors N = (b) et L = (c) avec b, ¢ tous non nuls. Comme
0#bce NNL,lasomme N + L n’est pas directe. En particulier, A # N @ L. Ainsi A est

indécomposable.
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Supposons maintenant que d ~ p", ol p est un élément premier et n > 0. Alors (d) = (p").
Si N un sous-module non nul de A/(p"), alors N = L/(p"), ou L est un sous-module de
A avec (p") € L. Comme A est principal, L = (a) avec a € A tel que a | p" et p" [/a.
Comme p est premier, on a a = p™ avec 0 < m < n — 1. Ainsi a | p"~!, dou (p"!) C L,
et donc (p"')/(p") € N. Si Ny et Ny sont deux sous-modules non nuls de A/(p"), alors
(p"1)/(p") € Ny N Ny, et donc la somme N; + Ny ne peut étre directe. En particulier,
A/(d) # Ny & Ny. Ceci montre que A/(d) est indécomposable. La preuve s’acheve.

Exemple. (1) Le Z-module Zg, est indécomposable mais Zoy est décomposable.
(2) Le R[z]-module R[z]/<(z? + z + 1)?> est indécomposable.
(3) Le C[z]-module C[z]/<(2* + x + 1)*> est décomposable.

3.2. Forme normale de Smith

Sim,n sont des entiers positifs, on désigne par M,,,(A) I'ensemble des matrices de type
m x n sur A. Soit J = (aij)mxn € Mmxn(A). On appelle les a; avec 1 < i < min{m,n} les
termes diagonauz de J. En outre, on dit que J est associ€é a J' = (b;j)mxn, noté J ~ J' si
a;j ~ bij, pour tous i,7 avec 1 <17 < m;1 < j < n. Le but de cette section est de réduire

une matrice sur A a une matrice normale de Smith telle que définie ci-dessous.

3.2.1. Définition. Une matrice D = (d;;)mxn sur A s’appelle une matrice de Smith si
les conditions suivantes sont vérifiées:

(1) d;; = 04 lorsque i # j.

(2) (d11) 2 (da2) 2 -+ D (dss), ot s = min{m, n}.

Remarque. Si d;; = 04, alors dj; = 04 pour tout i < j < min{m,n}.

Exemple. (1) Une matrice nulle ainsi qu'une matrice identité est une matrice de Smith.

(2) Considérons les matrices sur Z suivantes:

1000 1 000
02001, 0200
006 0 0030
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La premiere matrice est une matrice de Smith, mais la deuxieme ne l’est pas.

Soit J € M,,xn(A). On se fixe i avec 1 < i < min{m,n}. Un mineur d’ordre i de J est

le déterminant d’une sous-matrice carrée d’ordre i de J. Désignons par A;(.J) le plus grand

commun diviseur des mineurs d’ordre ¢ de J.

Exemple. Considérons la matrice sur Z suivante:
3 6 0
J=16 0 3
0 3 2

On trouve que Ay(J) =1, Ay(J) = 3 et Az(J) = 99.

3.2.2. Lemme. Si J € M,,»,(A), alors A,_1(J) | A.(J) pour tout r avec 1 < r <

min{m, n}.
Démonstration. Si M = (a;;),«, est une sous-matrice de J, alors

det(M) = Zn (—1)1+ja1j my;(M),

j=1
ot my;(M) est le (1,7)-mineur de M. Remarquons que chacun des mq;(M) est un mineur

d’ordre r — 1 de J. D’ou, A,_1(J) | det(M). Par conséquent, A,_1(J) | A,(J). Ceci acheve

la démonstration.

Remarque. Si A;(J) = 04, alors A;(J) = 04 pour tout j avec ¢ < j < min{m,n}.

3.2.3. Lemme. Si D = (d;j)mxn est une matrice de Smith sur A, alors A;(D)

dyy -+ - dy, pour tout 1 < i < min{m,n}.

Démonstration. On se fixe 1 <r < min{m,n}. Alors det(d;;),x, = di1 - - dyr. Soit

di17j1 di1,j2 11,Jr
Vo diyji diggy "+ digj,
divji divgy *+ dinj,

une sous-matrice de A, ou iy < -+ < i, et j; < --- < j.. Si M contient une ligne nulle ou

une colonne nulle, alors det(M) = 0, ceci est divisible par dy; - - - d,.. Supposons maintenant
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que M ne contient aucune ligne nulle ni colonne nulle. Alors d;, ;, se trouve dans la premiere
ligne de M. Ainsi i; = j; pour un certain 1 <t < r. En particulier, j; < j; = i;. De méme,
comme d;, j se trouve dans la premiere colonne de M, on a j; = iy avec 1 <t/ < r, et
donc i1 < iy = j;. Par conséquent, i1 = j;. De la méme fagon, on voit que iy = js, pour
s=1,...,r. Dou, det(M) = d;, s, - - - d; 4, ceci est divisible par dy; - - - d,,.. Par conséquent,

A.(D) =dy; -+ - d,.. La preuve s’acheve.

Deux matrices J,J' € M,,«x,(A) sont dites équivalentes si J' = PJQ avec P,(Q des

matrices inversibles sur A. Le résultat suivant est fondamental dans notre étude.

3.2.4. Lemme. Si J,J' € M,,x,(A) sont équivalentes, alors A;(J) ~ A;(J'), pour tout
1 <i < min{m,n}. En particulier, det(J) ~ det(J’) lorsque m = n.
Démonstration. Considérons premierement le cas ou J' = PJ avec P = (Dij)mxm
inversible. On se fixe un r avec 1 < r < min{m,n}. Partageons
L, r
J = : S =
L, L
en lignes. Pour tout 1 <i <m, on a L, = (pj1 -+ pin)J = Z?leiij, i=1,...,m. On en

déduit que si

bivji bivg 0 iy,
M= biz,jl biz,j2 U bai%jr
bivji birge 0 i,

est une sous-matrice carrée de J', alors chacune des lignes de M est une combinaison linéaires

des lignes de la sous-matrice

al’jl a17j2 T al:j"‘
A2, A2, 0 A2,
am7j1 am7j2 T a/m»j”‘

de A. Comme la fonction

det : M,.(A) — A: J s det(J)
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est multi-linéaire par rapport aux lignes, on voit que det(M) est une combinaison linéaire
de mineurs d’ordre r de J. Ainsi A,(J) | det(M). Par conséquent, A,.(J) | A.(J"). De
méme, comme J = P~1J' on a A.(J) | A.(J). Doun A.(J) ~ A.(J). Par symétrie, on
peut établir le résultat lorsque J' = JQ@Q avec @) inversible. Enfin, si J' = PJQ avec P,(Q
inversible, alors A,.(J') ~ A.(PJ) ~ A,(J). Ceci acheve la démonstration.

3.2.5. Définition. Les opérations suivantes s’appellent opérations élémentaires sur les
lignes (respectivement, les colonnes) d’une matrice sur A:

Type 1: Echanger deux lignes (respectivement, deux colonnes).

Type 2: Additionner a une ligne (respectivement, une colonne) un multiple d’une autre
ligne (respectivement, une autre colonne).

Type 3: Multiplier une ligne (respectivement, une colonne) par une unité de A.

En outre, on dit qu'une matrice J se réduit a une matrice J' si cette derniere est obtenue
a partir de la premiere par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes ou sur les

colonnes.
Remarque. Les opérations élémentaires sont toutes inversibles.
Pour tout entier n > 1, on désigne par [,, la matrice identité d’ordre n sur A.

3.2.6. Définition. Une matrice obtenue a partir de I,, par une seule opération élémentaire

T sur les lignes ou sur les colonnes s’appelle une matrice élémentaire associée a T'.

3.2.7. Proposition. Si J est une matrice sur A, alors effectuer une opération élémentaire
T sur les lignes (respectivement, les colonnes) de J est équivalent a multiplier J a gauche

(respectivement, a droite) par la matrice élémentaire associée a T

3.2.8. Corollaire. (1) Les matrices élémentaires sont inversibles.

(2) Si J se réduit a J', alors J et J' sont équivalentes.

Démonstration. Soient P la matrice élémentaire obtenue a partir de [, par une
opération élémentaire T', et @ celle-ci obtenue & partir de I, par 7-'. On ne considere

que le cas o1 T est éffectué sur les lignes. Comme P se réduit & I, par 77!, on a QP = I,,.
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En outre, comme @ se réduit a I, par T', on a QP = I,,. Ceci prouve la partie (1). Main-
tenant la partie (2) se découle par récurrence de la partie (1) et la proposition 3.2.6. La

preuve s’acheve.
Le résultat facile suivant est pratique dans la normalisation de matrices.

3.2.9. Lemme. Si a,b € A, alors la matrice

a 0
0 b

se réduit a la matrice
d 0

0 m
ou d est le plus grand commun diviseur et m le plus petit commun multiple de a, b.
Démonstration. Soient a,b € A* dont d est le plus grand commun diviseur et m le
plus petit commun multiple. Alors il existe u,v € A tels que au + bv = d. Posant a = a;d

et b = bid, on a m = ab; = a;b. Or, par les opérations Lo + ul; et C + vCs, la matrice

se réduit a la matrice

Et cette derniére, par les opérations L; — a;Lo et Cy — b1C1, se réduit a la matrice

0 —m

d 0

J1:

Il est evident que J; se réduit a la matrice désirée. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. La matrice sur Z

o o o O
o o oo O
S =~ O O
o O O
o o o O



se réduit a la matrice de Smith suivante:

o O O N
o O k= O
S o o O
o o o O
o o o O

3.2.10. Lemme. Toute matrice sur A de type m X n se réduit a une matrice (b;;)mxn
telle que byq | b;j, pour tous 1 <i<metl1l<j<n.

Démonstration. Soit J = (a;;j)mx, non nulle. Rappelons que A est muni d’une val-
uation ¢ : A* — N. Posons ¢(J) = min{p(a;;) | a;; # 0,1 < i < m,1 < j < n}, sur
lequel on procede par récurrence. Echangeant des lignes et des colonnes si nécessaire, on
peut supposer que ¢(J) = ¢(a11). Si p(J) = ¢(14), alors a;; est une unité. Ainsi le résultat
est valide.

Supposons que ¢(J) > ¢(14). Sila premiere ligne de J contient un terme, disons ayj,,
qui n’est pas un multiple de aj;. Alors ayj, = aj1q + s, ou s € A* avec ¢(s) < ¢(a).
En effectuant l'opération C;, — ¢C4, on obtient une matrice J; avec ¢(J;) < ¢(J). Par
I’hypothese de récurrence, Jp, et ainsi que J, se réduit a une matrice désirée. De méme, le
résultat est valide si la premiere colonne de J contient un terme qui n’est pas un multiple
de aj;. On considere maintenant le cas olt a1y | a;1 et ajy | ai; pour tous 1 < i < m et

1 < j <n. Dans ce cas, J se réduit a une matrice de la forme suivante:

aiy 0 0
J2: 22 2

Supposons que ay; /by, pour certains 2 < ig < m et 2 < jy < n. Alors Jy se réduit a la

10J0

matrice
a11 bi02 ce biojo ce bion
Jom 0 5?2 .. b2‘j0 s bop
0 bmz = bmjo "+ bun
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Comme on a vu précédemment, J3 se réduit & une matrice Jy avec p(Jy) < ¢(ai1) = ¢(J).
Par I'hypothese de récurrence, J4 ainsi que J se réduit a une matrice désirée. Ceci acheve la

démonstration.

3.2.11. Théoréme. Toute matrice J sur A se réduit a une matrice de Smith, appelée
une forme normale de Smith de J.

Démonstration. On procede par récurrence sur la taille de J. Posons J = (a;)mxn-
D’apres le lemme 3.2.10, on peut supposer que ay; | a;j, pour tous 1 <i<met 1 <j<n.

Posons a;; = ana;j avec a;j € A pour tous 1 < i < metl < j < n. En effectuant

premierement les opérations L; — a;;Lq, ¢ = 2,...,m et ensuite les opérations C; — a’le'l,
J =2,...,n, on obtient une matrice de la forme
a1l 0 0
0 ba by
J2 = " )

ou les b;; sont des combinaison linéaires des ap, avec 1 < p < met 1 < g < n. Ainsi
ann | by, pour tous 2 < ¢ < met 2 < j < n. Par conséquent, a;; | Ai(J3), ou J3 =
(bij)2<i<m<j<n. Par 'hypothese de récurrence, la matrice J; se réduit a une matrice de
Smith Jy = (d;j)2<i<ma<j<n. D’apres le corollaire 3.2.8(2) et les lemmes 3.2.3 et 3.2.4, on a
Ay(J3) = A1(Jy) = dae. D’0l aqq | dag. Donc

a1 0

0 Ju

J5:

est une matrice de Smith. Remarquons J se réduit a J;. La preuve s’acheve.

Exemple.
36 0 3 6 0 1 9 2 1 9 2
6 0 3 | = 30 3 |= 303 |=|0 =2 =3 |=
0 3 2 -2 3 2 -2 3 2 0 21 6
1 0 0 1 00 10 0 10 0
0 =27 3 |=102r 3 |=110327 =103 O
0O 21 6 0 21 6 0 6 21 0 0 33
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Soient a,b € A avec b # 04. Si a = bc avec ¢ € A, alors ¢ est unique car A est integre.

. a
Par ’abus de notation, on note ¢ = —.

b
3.2.12. Théoreme. Soient J € M,y (A) dont D = (d;;)mxn est une forme normale de
Smith.
(1) dig ~ Aq(J).

(2) Pour tout 1 < i < min{m,n}, on a d; =0 si A;(J) = 04; et sinon, d;; ~ A?_i(j)J)‘

(3) D est unique a associé pres.

Démonstration. On se fixe 1 < i < min{m,n}. D’apres les lemmes 3.2.2 et 3.2.10,
on ady---dy = Ay(D) ~ A;(J). Supposons que d;; # 04. Alors dyy, ..., d;—1,-1 sont tous
non nuls. Donc dy;---d;; # 04. D’ou, A;(J) # 04. En outre, A;(J) ~ A;_1(J)d;;. Par

conséquent, d;; ~ AAZ(;ZL)]). D’apres les parties (1) et (2), D est uniquement déterminée, a

associée pres, par les A;(J) avec 1 <4 < min{m,n}. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Considérons la matrice sur Z suivante:

2030
J=115 00
0110
D’abord, comme 1 est un mineur d’ordre un et un mineur d’ordre 2, on a Ay (J) = Ay(J) = 1.

Enfin, comme 13 est le seul mineur non nul de J, on a Az(.J) = 13. D’ou, la forme normale

de Smith de J est comme suit:

10 00
D=101 00
00 13 0

3.2.13. Corollaire. Soient J, J' € M,,»,(A). Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) J et J’ sont équivalentes.

(2) Ay(J) ~ Ay(J"), pour tout 1 < i < min{m,n}.

(3) J se réduit a J'.

Démonstration. D’apres le lemme 3.2.4, (1) implique (2). Et d’apres le corollaire

3.2.8(2), (4) implique (1). II suffit de montrer que (2) implique (3). Soient D = (dij)mxn
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une forme normale de Smith de J et D" = (d};)mxn une forme normale de Smith de J'. Si

A;(J) ~ Ay(J), pour tout 1 <i < min{m,n}, alors d;; ~ d;

127

pour tout 1 < ¢ < min{m,n}.

Ainsi D se réduit a D', et donc J se réduit a J'. Ceci acheve la démonstration.

3.3. Modules de type fini

Le but de cette section est d’étudier les modules de type fini sur A.

3.3.1. Lemme. Soit L un A-module libre de rang m. Si N est un sous-module non
nul de L, alors il existe une base {uj,...,u,} de L, et des éléments dy,...,d, de A avec
I1<n<met(d) D (dg) D2 (dy) tels que {dyuq,...,d,u,} est une base de N.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.6.10, N est libre de rang n < m. Prenons
une base {vy,...,v,} de L et une base {wy,...,w,} de N. Alors w; = Y _\", a;v;, j =
1,...,n. Posant J = (@ij)mxn, 00 & (wy,...,w,) = (v1,...,0y,)J. D’apres le théoreme
3.2.11 et le corollaire 3.2.8(2), il existe une matrice inversible P d’ordre m et une matrice

inversible ) d’ordre n telles que P~'JQ = D = (d;j)mxn, une matrice de Smith. Posons

di = dy,i = 1,...,n. Alors dy | dy | --+ | dy,. Posons (uy,...,uy) = (vi,...,0,)P et
(wh,...,w) = (wy,...,w,)Q. Comme P et () sont inversibles, {uy, ..., u,,} est une base de
L et (w),...,w)) est une base de N. En outre,

(Wi, ..., wh) = (wi, ..., w,)Q = (v1,. .., vm)JQ = (U, ..., Up) P TQ = (ug, ..., Up)D.
D’ot, w} = u;d;, j =1,...,n. Ceci acheéve la démonstration.

3.3.2. Théoreme. Si M est un A-module de type fini, alors il existe dy,...,d,, € A
avec (di) 2 (dg) D -+ D (dp) tels que

M2 AJ(d) LA/ (do) 1L+ 1T A/(d,).

Démonstration. D’apres la proposition 2.6.5, il existe une application surjective g :
L — M, ou L est libre de type fini. Supposons que L est de rang m et Kerg est de rang n.
D’apres le lemme 3.3.1, il existe une base {u,,...,u,} de Let d;,...,d, € A avec d;_; | d;,

i =2,...,n, tels que {dyuy,,...,d,u,} est une base de Kerg. Posons d; = 04, pour tout
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n<i<m. Alors di_y | d;, i = 2,...,m, et Kerg =< dyuq,...,dytp,...,dnt, >. Or
lapplication f: A™ — L: (a1,...,an) — a1y + + - + apu,y, est un isomorphisme. Posons
N = {(a1dy, -+ ;amdy,) | a; € A} = (dy) U (do) IT -+ - I (d,,). 11 est évident que f(N) C
Kerg. Réciproquement si (by,...,b,) € f~}(Kerg), c’est-a-dire, f(by,...,b,) € Kerg, alors
biup + -+ + by, = ardiug + -+ - + apdpty, o0 ay, ... a4, € A. Comme {uq,...,uy,} est
libre, b; = a;d;, i = 1,...,m. Cela veut dire que f~'(Kerg) = N. En appliquant le théoréme
2.2.6(2), on voit que

M= L/Kerg= A"/N = A/(dy) T A/(dy) IT--- 1T A/(d),
ou le dernier isomorphisme suit de la proposition 2.5.7. Ceci achéve la démonstration.
Le résultat suivant est une conséquence du théoreme 3.3.2 et le corollaire 3.1.2.
3.2.3. Théoreme. Si M est un A-module de type fini, alors
M=A/(py") O A/ (p) LA,
our>0,s>0,et py,...,p. sont des éléments premiers de A.

3.3.4. Théoreme. Soit M un A-module de type fini. Si M est non nul, alors M est
indécomposable si et seulement si M = A ou M = A/(p™) avec p un élément premier de A
et n> 0.

Démonstration. La nécessité sui du théoreme 3.3.3, et la suffisance suit de la proposi-

tion 3.1.3. La preuve s’acheve.
Appliquant les théoremes 3.3.3 et 3.3.4, on a le résultat suivant.

3.3.5. Corollaire. Soit M un A-module de type fini. Si M est non nul, alors M =
My & ---M,, ou M,..., M, sont des A-modules indécomposables.

3.3.6. Proposition. Un A-module de type fini est libre si et seulement s’il est sans
torsion.
Démonstration. Comme A est integre, tout A-module libre est sans torsion. Soit

d € A. Si d est une unité, alors A/(d) = 0. Sinon, A/(d) est sans torsion si et seulement
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si d =04. Soit M un A-module sans torsion de type fini. Si M = 0, alors M est libre.
Supposons que M # 0. D’apres le théoreme 3.3.2, il existe dy,...,d, € A tels que M =
A/(dy)ITA/(dy)11---TTA/(dy,). Comme M # 0, on peut supposer qu’aucun des d; n’est une

unité. Comme
TM)=T(A/(d)LA/(do) IL---TTA/(dn)) = T (A/(dr)) LT (A/(d2)) LL--- LT (A/(dm)),

ona7T(A/(d;)) =0, et donc d; =0,i=1,...,m. Par conséquent, M est libre. Ceci acheve

la démonstration.

3.3.7. Proposition. Si M est un A-module de type fini, alors M = 7 (M) @ L, ou L
est un A-module libre de type fini.

Démonstration. On a une suite exacte courte
0—=T (M) -1 ML= M/T(M)—>0,

ol j est I'inclusion et p est la projection canonique. Etant sans torsion de type fini, M /T (M)
est libre d’apres la proposition 3.3.6. Ainsi la suite est scindée. Donc il existe un sous-module
Lde M tel que M =Imj&® L=T(M)® L. Comme L= M/T (M), on voit que L est libre

de type fini. Ceci acheve la démonstration.
3.4 Exercices

1. Montrer qu'un anneau euclidien est principal.

2. Soit A un anneau euclidien de valuation ¢ : A* — N. Si a € A*, montrer que a est

inversible si et seulement si p(a) = ¢(14).

3. Soient n = ab avec a, b des entiers positifs. Montrer que Z, = Z, 11 Z; si et seulement
si a, b sont co-premiers. Indication: Pour la nécessité, remarquer n = dm, ou d est le

plus grand commun diviseur de a, b; et m, le plus petit commun multiple.

4. Dans chacun des cas suivants, factoriser le module en co-produit de modules indécompo-

sables.
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(1) Le Z-module Zsg00-
(2) Le Q[z]-module Q[z]/<z® — 2? —x + 1>.

(3) Le C[z]-module C[z]/<z* + 22% + 1>.
5. Déterminer si le Z-module Z,, est décomposable ou indécomposable, ou
(1) n = 841; (2) n = 175.

6. Déterminer avec justification si le Q[z]-module Q[z]/ < f(z) > est décomposable ou

indécomposable, ou

(1) f(x) = 2® — 62% + 12z — §; (2) f(z) = 2" —22° + 1.

7. Soient A un anneau principal et p un élément premier de A. Pour tout entier n > 0,

trouver les sous-modules ainsi que les modules quotients de A/(p").

8. Considérer la matrice sur Z suivante:

300 00

05 0 00
J =

006 00

00 0 10 O

(1) Réduire J a une matrice de Smith.

(2) Calculer, d’apres la définition, A;(J) pour i = 1,2, 3, 4.

9. Réduire la matrice suivante sur Z a sa forme normale de Smith, en donnant a chaque

fois les matrices élémnetaires associées.

0 6 -9 3
12 24 9 9
30 42 45 27
66 78 81 63
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10.

11.

12.

13.

14.

Réduire la matrice suivante sur Q[z] a sa forme normale de Smith:

1422 22 —22

Soit K un corps. Considérer la matrice sur K[z]| suivante:

jﬁ(ﬁ) aq 0 te 0 0

Ap—1

()

ouay, - ,a,_1 € K sont tous non nuls. Calculer A;(J), : =1,--- ,n, et en déduire la

forme normale de Smith de J.

Soit J une matrice carrée d’ordre n sur un anneau euclidien A. Montrer que les énoncés
suivants sont équivalents:

(1)
(2) det(J) est inversible.
(3) J se réduit a I,,.

(4)

J est inversible.

4) J se décompose en produit de matrices élémentaires.

Soit A un anneau euclidien, et soit J € M,,x,(A) dont D est une forme canonique de
Smith de J.
(1) Si m > n, montrer que les termes diagonaux de D sont tous associés a 1,4 si, et

seulement si, il existe J' € M, xm(A) telle que J'J = I,.

(2) Si m < n, montrer que les termes diagonaux de D sont tous associés a 14 si, et

seulement si, il existe J' € M,,x.,(A) telle que JJ' = I,,,.

Factoriser le R[z]-module R[z]/<z® — 1> en produit de deux R[z]-modules cycliques

non nuls.
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15. Déterminer si le Z-module Q est de type fini ou infini.

16. Soient A un anneau euclidien et M un A-module non nul de torsion. Montrer que
M est cyclique si et seulement s’il existe des éléments premiers pq,--- ,p, € A deux a

deux non associés et des entiers positifs ny,--- ,n, tels que

M = AJ(pU) - 1A/ (o).
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Chapitre 4: Forme canonique de Jordan

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps algébriquement clos. C’est-a-dire, tout
polynome non nul sur K se décompose comme produit de facteurs de degré un. Soit K[|
I'anneau des polynomes en indéterminée A a coefficients dans K. Rappelons que K[| est

un anneau euclidien dont les éléments premiers sont les polynomes de degré un.

Dés maintenant, on se fixe £ un K-espace vectoriel non nul de dimension finiet f : £ — FE
une application K-linéaire. Soit U = {uy,...,u,} une K-base de E. Alors la matrice de f

dans la base B, notée [f]y, est une matrice carrée d’ordre n sur K telle que

(f(u1>7 T af(”ﬂ)) = (ub T aun)[f]u

Rappelons que le polynome charactéristique de f est le polynome de degré n suivant:

Xf(A) = det([flu — Al).

Exemple. Considérons 'espace complexe C? et la transformation linéaire C-linéaire
f:C—=C: (z,y,2) — Bz —y,2y — 2,2 — T).

Alors la matrice de f dans la base canonique est

3 -1 0
0 2 -1
-1 0 1

Donc

xfAN=| 0 2=X —1 [=5+61—-1102-)\%

Il est connu que les matrices de f dans deux bases distinctes sont semblables. Notre but

est de trouver une base de F dans laquelle la matrice de f est la plus simple possible.
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On dit que p(A) € K[\ est un annulateur de f si p(f) = 0. Le résultat suivant est

classique en algebre linéaire.

4.1. Théoréme de Hamilton-Cayley. Si f : £ — E est une transformation K-

linéaire, alors x () est un annulateur de f.

A partir de maintenant, on considére £ comme un K[A]-module défini par f, qui est
évidemment de type fini. En outre, pour tout u € E, on a x(A)-u = x;(f)(u) = 0(u) = Op.

Ainsi E est un K[A]-module de torsion.

4.2. Lemme. Soient a € K et n > 0 un entier. Le K-espace vectoriel K[\|/((A — a)")
apour base {1, A —a, ..., (A —a)" 1},

Démonstration. Comme (A — a)" est de degré n, on voit que K[\|/((A — a)") est de
K-dimension n. On prétend que {1, A —a, ..., (A —a)" !} est libre. Si ce n’est pas vrai,

alors il existe agp,a ...,a,—1 € K, non tous nuls, tels que

aol + ay(A —a) + -+ ap_1 (A —a)"1 = 0.

Alors (A — a)" divise p(A) = ag + a;(A — a)-+ + a,_1(A — a)"™!, ceci est impossible
puisque ag + a;(A — @) -+ + a1 (A — @) est non nul de degré au plus n — 1. Ainsi

{I,A—a,...,(A—a)" '} est libre, et donc une K-base de K[A|/((A — a)"). La preuve

s’acheve.

Pour tout a € K, on appelle la matrice carrée

a 0 0 0

1 a 0 0
In(a) =

0 0 a 0

0 0 1 a

nxn

un bloc de Jordan de valeur propre a d’ordre n. Remarquons qu’une matrice carrée d’ordre

1 est un bloc de Jordan.
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4.3. Proposition. Le K[A-module E défini par f est indécomposable si et seulement
si B2 K[A/(A—a)"),ona € K et n > 0. Dans ce cas, F admet une K-base U telle que
[flu = Jn(a).

Démonstration. La suffisance suit immédiate du théoreme 3.2.9. Supposons main-
tenant que E est indécomposable. D’apres le théoreme 3.2.9, soit £ = K[)\] soit £ =
K[N/(p(A\)") avec p(A) irréductible et n > 0. Comme gy E est de torsion, le premier cas
ne se produit pas. Ainsi E = K[A]/(p(A\)") avec p(A) irréductible et n > 0. Comme K est
algébriquement clos, on peut supposer que p(A\) = A — a avec a € K. Ceci nous donne la
nécessité. Soit maintenant ¢ : K[A]/((A — a)”) — E un isomorphisme de K[A]-modules.
Posons u; = p((A—a)?), i = 0,1,...,n. Alors u, = Og et U = {ug, Uy, ..., Up_1} est une

K-base de E. Or

flu) =z -w =2 p((x = a)') = p(z(r — a)f) = p((z = a)*! + a(z — a)') = av; + vy,

pour i =0,1,--- ,n— 1. En particulier, f(u,_1) = au,_1 + u, = au,_1. D'ov, [y = Ju(a).

La preuve s’acheve.

Si F est un sous-module du K[A]-module E, alors F est un sous-espace de g F tel que
f(F) C F. Ainsi
flr: F— F:uw— f(u)

est une transformation linéaire de F. Si V est une base de F', par abus de notation, on
note [f|r]y = [f]y. Par exemple, considérons le C-endomorphisme de 1'espace complexe C?
suivant:

[:C=C:(r,y,2) = (x+y—2,9—22).

On voit que F = {(z,y,0) | z,y € C} est un sous-espace de C* de base {e1,es} qui est

f-invariant. Or

[f]{el,eg} = [f|F]{617€2} =

4.4. Lemme. Supposons que F = F; @ F5, ou F et Fy sont des sous-modules non nuls

du K[A-module E. SiUd = {uy,...,u,} est une K-base de Ey et V = {vy,...,vs} est une
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K-base de Fs, alors W =U UV est une K-base de E telle que

Démonstration. Comme E; et F5 sont des sous-espaces vectoriels de g F tels que
E = E; @ Es, on voit que W est une K-base de E. Posons [flu = (@ij)rxr €t [flv = (bij)sxs-
Alors

f(ul) = apyuw + -+ + aqu, + O0vy + -+ 4+ Ouvg
f(ur) = apu + - + apu, + O0vy + -+ 4+ Oug
f(vl) = 0w + -+ + Ou + byvy + -+ + bavs
f(US) = Ouy + -+ + Ou + bvy + -+ 4+ by,

D’ou le résultat. Ceci achéve la démonstration.

Une matrice de Jordan sur K est une matrice carrée partagée de la forme

Iy (A1) 0 e 0
0 Tng(Aa) - 0
0 0 s ()
ol A, Ag, ..., A\, € K. Remarquons qu'une matrice diagonale est une matrice de Jordan dont

chaque bloc de Jordan est d’ordre un. Par exemple,

2 00
03 0
01 3

est une matrice de Jordan.

4.5. Théoréme. Soit E un K-espace vectoriel non nul de dimension finie. Si f est
un K-endomorphisme de E, alors E admet une K-base B telle que [f]z est une matrice de

Jordan.
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Démonstration. D’apres le corollaire 3.2.10, le K[\]-module E défini par f se décompose
comme K =FE & FE,®---BE,, ou by,...,E,. sont des sous-modules indécomposables de E.
D’apres la proposition 4.3, il existe une base B; de E; telle que [f]g, = J,(\;) avec \; € K,
1=1,2,...,r. D’apres le lemme 4.4, B=B;UByU---UDB, est une base de E et

Ty (A1) 0 0
T
00 )

Ceci acheve la démonstration.

4.6. Théoreme. Toute matrice carrée M sur K est semblable a une matrice de Jordan,
appelé une forme canonique de Jordan de M.

Démonstration. Si M est d’ordre n, on considere la transformation K-linéaire
. n n . T
fK"—= K":(a1,...,an) — (a1,...,a,)M".

Alors [fliey,..eny = M, ot {e1, ..., e,} est la base canonique de K™. D’apres le théoréme 4.5,
K™ admet une K-base B telle que [f]g est une matrice de Jordan. Or le résultat suit du fait

que M est semblable a [f]|s. La preuve s’acheve.

Le reste de ce chapitre sera consacré au calcul de la forme canonique de Jordan d’une
matrice carrée. Un polynome p(A) sur K est dit normalisé si le coefficient du terme de degré
le plus haut est 1. Evidemment, tout polynome non nul est associé a un unique polynome
normalisé. Plus généralement, une matrice sur K[\] est dite normalisée si chacun de ses
terms est soit nul soit un polyndéme normalisé. On voit aisément que toute matrice sur K[|
est associe a une unique matrice normalisée. Si p(A\) € K[A] est normalisé non constant,

comme K algébriquement clos, alors p(\) se factorise comme
PAA) = (A= A)™ - (A= A)™,

ou les \; € K sont deux a deux distincts et n; > 0. Dans ce cas, (A — A)™, -+, (A= \)"™

s’appellent les facteurs primaires de p(\).
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Exemple. Sip(\) = (A —3)3(A —5)%(\ — 7), alors les facteurs primaires de p(\) sont

4.7. Définition. Soit M € M,(K). Considérons M — A\, € M,(K[A]). Comme
An(M — M) = xam(A) est non nul, M — A, se réduit & une unique matrice de Smith

normalisée
di(N) 0 0
0  dy(N) 0
0 0 d,(N)
On appellent dy(N), da(N), -+ -, dn(N) les facteurs invariants de M. En outre, les facteurs
primaires de d;(\), i = 1,...,n, s’appellent les facteurs élémentaires de M.

Remarque. (1) Un facteur invariant non constant est un produit de certains facteurs

élémentaires.
(2) (=1)"xar(A) est égal au produit des facteurs invariants de M.
(3) (=1)"xa(A) est égal au produit des facteurs élémentaires de M.

Exemple. (1) Soit

1 11
J=10 20
00 1
Considérons
1—A 1 1
J— A = 0 2-X 0

0 0 1-A
On voit que Ay(J — M) = Ay(J — M) = 1, et Az(J — X)) = (A —2)(A —1)2. Dou
di(J — X)) =da(J — M) =1 et d3(J — M) = (A —2)(A —1)%. Ainsi la forme canonique de

Smith de J — Al est la matrice suivante:

10 0
0 1 0
00 A=2)(A—1)?
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Par conséquent, les facteurs invariants de J sont {1,1, (A — 2)(A — 1)} et les facteurs

élémentaires de J sont A — 2 et (A —1)2.

(2) Soit M une matrice carrée complexe. Si les facteurs élémentaires de M sont A —1, A\ —

LA—=3,(A=1)% (A —=2)% (A —2)3, alors M est d’ordre 9 dont les facteurs invariants sont
dy = (A=3)A=12(A=2)%, dg = A=1)(A=2)%ds = dg = A—1,ds — dy — ds — dy — dy — 1.

(3) Considérons un bloc de Jordan J,,()\g) avec Ay € K. Comme

1 A=A 0 e 0 0
0 1 A—A - 0 0
0 0 0 1 A=A
0 0 0 0 1
(n—1)x(n—1)

est un mineur d’ordre n—1 de J,(Ag) — AL, on a A, _1(J(Ao) — Al,) = 1, et par conséquent,
Ai( (M) — AL) = 1,0 =1,2,...,n — 1. En outre, A,(J,(Xg)) = (A — Ag)". D’apres le
théoreme 3.1.11(2), les facteurs invariants de J,,(Ag) sont {1,...,1, (A—=Xg)"}. D’ou, (A—Xg)"

est le seul facteur élémentaire de J,,(Ao).
Plus généralement, on a le résultat suivant.

4.8. Lemme. Si

Jnl ()‘1) 0 0
S 0 JnQFAQ) 0 |
0 0 e (W)
alors les facteurs élémentaires de J sont (A — Ap)™, (A — Ag)™2, -+ (A — \)™.

Démonstration. On a vu que le résultat est vrai pour » = 1. Supposons que r > 1 et le
résultat est vrai pour r — 1. Echangeant des blocs diagonaux si nécesseaire, on peut supposer
que n; < n; pour tout 1 < ¢ < r. Posons J' = diag{J,,,(Xa), ..., Jn, (A\.)}. Par hypothese

de récurrences, les facteurs élémentaires de J' sont (A — A)"2, -+, (A — A\.)". Soient
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di(N), -+, ds(N) les facteurs invariants normalisés de J'. Alors (A—A2)"2, -+, (A—A,)™ sont
les facteurs primaires de d;(\), ¢ = 1,--- ,s, et J" — Al se réduit a diag{dy(\), - ,ds(\)}.

™ la matrice

En outre, comme les facteurs invariants de J,, (A1) sont 1,--- 1, (A — A;)
Iy (A1) — A, se réduit a la matrice diag{1,---,1, (A — A;)"}. Par conséquent, J — A\ =
diag{Jn, (M) — Aoy, J — M} se réduit & D = diag{1,--- ,1,(A — A)™, di(A), - -, dy (M)},
Supposons que (A — Aq) | di(A). Alors di(A) = (A — X;)"p(A), ou 2 < i <ravec \; = \;
et p(A) € K[A]. Comme ny; < n; par 'hypothese, on a (A — A)™ | di(A). Ainsi D est une
matrice de Smith sur K[A]. Par conséquent, les facteur élémentaires de J sont (A—X\;)™ plus
les facteurs primaires de d;(\), i = 1,...,s, c’est-a-dire, (A—A)™, (A= A2)"2, ..., (A= \)".
Supposons maintenant que (A — A1) Jdi(A). Soit j avec 1 < j < s 'indice maximal tel
que A — Ay fd;j(X). Alors (A — A)™ et d;(\) sont co-premiers. D’apres le lemme 3.1.9, D
se réduit & Dy = diag{L, -, 1,1,di(\), -, dj_1 (), (N (A = A)™, djea (A), -, ds(N)}. S
Jj = s, alors D; est évidemment une matrice de Smith sur K[A]. Sinon, (A — A1) | dj+1(N),
d’apres la maximalité de j. Ainsi d;i1(A) = ¢(A)(A — )™, ou 2 < i <7 tel que \; = Ay.
Comme d;(\) divise dj1(\) et co-premier & A — Ay, on a d;(A) | ¢(A). En outre, n; < n;
par 'hypothese. D’ou, d;(A)(A — A)™ | dj11(N). Ainsi D; est une matrice de Smith. Par
conséquent, les facteurs élémentaires de J sont (A — A;)™ plus les facteurs primaires de d;(\),

i=1,--- s, cest-a-dire, (A—X)", (A=X2)"2,..., (A= A\.)". Ceci acheve la démonstration.

4.9. Lemme. Si M, N deux matrices carrées sembalables sur K, alors M, N ont les
meémes facteurs invariants ainsi que les mémes facteurs élémentaires.

Démonstration. Par hypothése, N = P7'MP avec P une matrice inversible sur K.
Ainsi N — M\, = P~Y(M — \I,)P. D’aprés le corollaire 3.1.12, N — A, sont M — M,
équivalentes, et donc elles ont la méme forme canonique de Smith. C’est-a-dire, M, N ont
les mémes facteurs invariants, et donc ont les mémes facteurs élémentaires. Ceci acheve la

démonstration.
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4.10. Théoréme. Si M € M, (K), alors

Iy (A1) 0 0
0 Ty (A2) 0
0 0 o ()
est une forme canonique de Jordan de M si et seulement si (A—X1)™, (A=X2)"2, ... (A=\)"™"

sont les facteurs élémentaires de M. Par conséquent, la forme canonique de Jordan de M
est unique a permutation de blocs diagonaux pres.

Démonstration. La necessité se découle des lemmes 4.8 et 4.9. Supposons maintenant
que (A — A)™, (A= X2)"™, ..., (A= \.)" sont les facteurs élémentaires de M. D’apres le

corollaire 4.6, M est semblable a une matrice de Jordan comme suit:

Iy (1) 0 0
0 0 o I, (US>

D’apres les lemmes 4.8 et 4.9, (A — )™, (A — p2)™*, ..., (A — ps)™ sont les facteurs
élémentaires de M. Par conséquent, s = r, et on peut réarrange les indices de sorte que

Wi =N etn;=m;, i =12,... r. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. (1) Soit

1 1 1
M= -2 -2 -2
1 1 1
Comme
1—A 1 1 1 1 1—A 1 0 0 10 0
-2 -2-X =2 =10 =X =2 =10 =X =2X]=10X 0
1 11— 0 A AA—2) 0 0 X 0 0 A
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les facteurs élémentaires de M sont A\, A2. D’ou, la forme canonique de Jordan de M est

(2) Soit
1 11

M=1020
001
On voit que les facteurs élémentaires de M sont A — 2 et (A — 1)2. Ainsi la forme canonique

de Jordan de M est
2 00

010
011

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoreme 4.9.

4.11. Corollaire. Une matrice carrée sur K est diagonalisable si et seulement si ses

facteurs élémentaires sont tous de degré un.
Le résultat suit du théoreme 4.9 et le lemme 4.10.

4.12. Corollaire. Soient M, N deux matrices carrées de méme ordre sur K. Les

conditions sont équivalentes:
(1) M, N sont semblables.
(2) M, N ont les mémes facteurs invariants.

(3) M, N ont les mémes facteurs élémentaires.

Soit M € M, (K). Rappelons que le polynome minimal de M est I’annulateur normalisé
de M dont le degré est le plus petit parmi les degrés des annulateurs de M. Il est bien

connu que le polynéme minimal de M divise tous les annulateurs de M et que deux matrices

semblables ont le méme polyndéme minimal.

88



4.13. Théoréme. Le polynome minimal de M € M, (K) coincide avec le plus grand
facteur invariant de M.
Démonstration. Soit m(\) le polynéme minimal de M. Supposons que d;(A), ..., d,(\)

sont les facteurs invariants de M. On décompose
dpy(A) = (A=) - (A= A",

ol les \; sont les éléments deux a deux distincts de K et n; > 0. D’apres la définition, pour
tout 1 < ¢ < r, il existe des entiers n;;, -+ ,n;, avec 0 < ny < -+ < n,; s, = n; tels que les

facteurs élémentaires de M sont

{(A =)™

j:17 ,Si;i:17"' ,7"}.

D’apres le théoreme 4.10, M est semblable a la matrice de Jordan suivante:

Ji 0 0
Je 0 J 0 |
0 0 J

ou J; = diag{Ju,, (Ni), -+, Jn, . (M)}, @ = 1,--- ;7. Comme Jy,,; (Ai) — Aily,; est nipotente
d’indice n;j, pour j = 1,...,s;, la matrice J; — A\;I est nilpotente d’indice n;. Mais J; — A1
est inversible lorsque j # i. D’ou, (J — N1)™ ™! = diag{ My, -+ , My, }, ot My; # 0 et les M;;
avec j # i sont tous inversibles, et (J — \;1)™ = diag{N;1, -+, Ny}, o N; = 0 et les Nj;

avec j # i sont tous inversibles, Donc

NiiNaj - -+ Ny 0 0
0 NigNog - Noy - 0
(J=ND)™ - (J = A D)™ = ' e . ~0.
0 O NerQT"'NrT

Ceci implique d,,(J) = 0. Ainsi le polynéme minimal de J est un facteur de d,,(A). En outre,

(J=M D) N T=XD)™2 - (J=N )™ =
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My Ny - - - Ny 0 0
0 MisNog -+ Nyg -+ 0

O 0 erN2r"'Nr'r’

est non nul, puisque M;; Noj - -+ Nyy # 0. Ceci implique (A — X)L — Ag)™2 -+ (X = \,)™r

dn(A)

n’annule pas J. De méme, on voit que ne 'annule pas non plus, pour ¢ = 2,...,7r.

Ceci montre que d, () est le polynome minimal de J. La preuve s’achéve.

Exemple. Soit

111
J=10 20
001

On a vu que les facteurs invariants de J sont {1,1,(A — 2)(A — 1)?}. Ainsi le polynome

minimal de J est (A —2)(A — 1)%
Le résultat suivant est utile dans la calcul pratique.

4.14. Lemme. Si
B 0

0 C
avec B et C sont des matrice carrées sur K, alors les facteurs élémentaires de M sont les
facteurs élémentaires de B plus ceux-ci de C.
Démonstration. Soient (A — Ay)™, -+ (A — \.)™ les facteurs élémentaires de B, et
(A — )™, -+ (A — ps)™ ceux de C. D’apres le théoreme 4.10, B,C sont semblables

respectivement a des matrices de Jordan suivantes:

Iny (A1) - 0 iy (1) -+ 0
Ji = : : , Jo= : ' :

0 o (A) 0 e Jm(ps)
Remarquons que M est semblable a la matrice de Jordan suivante:
Jp 0
0 Jy

J:
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D’apres le lemme 4.9 et le théoreme 4.10, on voit que les facteurs élémentaires de M sont

A=A)™ o A=) (A= pg)™, -+ (N — ps)™. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Trouver la forme canonique de Jordan de la matrice suivante:

1 11 0 0 0

0 20 0 0 0

0 0 1 0 0 0
M=

0 00 1 1 1

000 -2 —2 =2

0 0O 1 1 1

Démonstration. Considérons les matrices suivantes:

1 11 1 1 1
B=(o0o20o0]|,C=| 2 -2 -2
0 01 1 1 1

On a vu que les facteurs élémentaires de B sont A — 2 et (A — 1)2, et ceux-ci de C' sont
A, A2 Ainsi les facteurs élémentaires de M sont A — 2, (A — 1), A\, A2, Par conséquent, la

forme canonique de Jordan de M est

o o o o o o
o O O o NN o
o O R o=k OO O
o o = O o o
= o O O O O
o o o o o o

4.15. Exercices

1. Soit E un espace vectoriel sur un corps K de dimension n > 1. Si f est un K-
endomorphisme de F, montrer que f est nilpotent d’indice n (c’est-a-dire, f™ = 0 mais

fm1 #£0) si et seulement si E admet une K-base dans laquelle la matrice de f est
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Jn(0). Indication: Pour la nécessité, vérifier que si v € E est tel que f"'(v) # Og,

alors {v, f(v),-+, f" 1 (v)} est une K-base de E.
2. Soit f 'endomorphisme de 'espace réel R? défini par
flz,y,2) = (Bx 4+ 5y — 2z, —2x — 3y + z, —x — y).

Vérifier que f est nilpotent d’indice 3 et trouver une base de R? dans laquelle la matrice

de f est J5(0).

3. Trouver les facteurs élémentaires de chacune de matrices complexes suivantes.

21000
111 02000

(1) 1221 (2 00301
011 00021
0000 2

4. Soient K un corps algébriquement clos et M € M, (K). Montrer les énoncés suivants.

(1) Le polynome caractéristique de M est associé au produit des facteurs élémentaires
de M. Par conséquent, la racine d’'un facteur élémentaire est une valeur propre.
(2) M est nilpotente si et seulement si M est semblable a une matrice de Jordan

suivante:

5. Soit P une matrice complexe carrée d’ordre n. Montrer que le plus petit facteur
invariant de P est non constant si et seulement si P = al,, ou a € C et I, est la

matrice identité d’ordre n.

6. Soit M € Mg(C) dont le polynéme minimal est (A — 2)%(A — 3)(A — 4). Donner toutes

les possibiltés de la forme canonique de Jordan de M.
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7. Montrer que les matrices complexes suivantes sont semblables.

2 -1 1 111
M=|11 0 2], N=]1010
0 0 2 0 0 2

8. Donner, a 'aide du numéro 6(1), toutes les possibiltés de facteurs élémentaires des

matrices complexes ayant les polynomes caractéristiques suivants:

(1) @T=22=-N% (2)  (=3=X)1=N)>

9. Soient K un corps algébriquement clos et M € M, (K). Montrer les énoncés suivants:

(1) M est diagonalisable sur K si et seulement si le polynéme minimal de M n’a
aucune racine multiple. Rappel: a € K est racine multiple de p(\) si (A—a)? | p()).
(2) M est semblable & un bloc de Jordan si et seulement si M est indécomposable,

c’est-a-dire, M n’est semblable & aucune matrice de la forme

B 0
0 C

ou B, C sont des matrices carrées.

10. Calculer le polynome minimal de M et en déduire qu’elle est diagonalisable, ot

2 1 1 -1
12 1 -1
M =
1 1 2 -1
-1 -1 -1 2

11. Trouver la forme canonique de Jordan de la matrice suivante.

1 -3 0 3
-2 -6 0 13
0 -3 1 3
-1 -4 0 8
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12. Montrer que les matrices suivantes sont semblables.

2 -1 1 111
10 29, 010
0 0 2 00 2

13. Discuter, selon les valeurs de a, b, la forme canonique de Jordan de la matrice suivante:

-1 a b
0 3 2
0 2 0
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