MAT7400 REPRESENTATIONS DES GROUPES Hiver 2021

Devoir 1

a remettre le 22 février 2021

Exercice 1. Soit G un groupe fini et V un CG-module de dimension finie.
Montrer que 'application 7 : V' — V définie par

1
w(v) = |G|g€29 ‘v (pour tout v € V)

2

est un morphisme de CG-modules tel que 7° = 7 et

im(r) ={v €V :g-v=wvpour tout g € G}.

Exercice 2. Soit G un groupe fini et V un CG-module de dimension finie et non nulle.

a. Soit K un sous-groupe de G et u € V un vecteur non nul vérifiant
ku € vectc{u} pour tout k € K.
Montrer que si G/K = {¢1K,...,g,K} est 'ensemble de classes a gauche modulo K, alors
U = vectc{ q1u, gou, ..., gru }
est un sous-module de V.
b. Soit H un sous-groupe abélien de G. Expliquer pourquoi il existe u € V', u # 0, tel que
hu € vectc{u} pour tout h € H.
¢. En déduire que si V' est un CG-module simple et si H est un sous-groupe abélien de GG, alors

dim(V) < |G/H]|.

Exercice 3. Soit G un groupe fini et V un CG-module simple de dimension finie.

L’objectif est d’étudier les sous-modules de V' @ V. Nous avons les sous-modules suivants :

VeV, 0:={0,0} Va&{0}:={w0):veV}, {0}aV:={0,v):veV}

a. Soit o, § € C. Montrer que U = {(ow,ﬁv) RS V} est un sous-module de V @ V.

b. Soit W un sous-module de V @ V. Montrer que I'application 7 définie par 7r((v, v’ )) = v pour
tout (v,v') € W est un morphisme de CG-modules de W dans V.

c. Supposons que V est simple et que W un sous-module de VeV tel que W AV @ V.
Montrer que si W possede un élément de la forme (v,0) avec v # 0, alors W =V & {0}.

d. Soit W un sous-module de V &V qui est différent de V&V, 0, V & {0}, et {0} @ V.
Montrer que pour tout v € V, il existe un unique élément p(v) € V tel que (v, ¢(v)) € W.

e. Montrer que ¢ définit un morphisme de CG-modules de V dans V.
/- En déduire qu'il existe A € C tel que W = {(v, \v) :v € V'} et que W 2 V.
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