MAT7400 REPRESENTATIONS DES GROUPES Hiver 2021

Devoir 2

a remettre le 24 mars 2021

Exercice 1. Soit x un caractere irréductible de G. On définit un élément dans I'algebre de groupe
CG par

Ex = )‘(ée’)zx(g)g.

geG
a. Montrer que ,h = he, pour tout h € GG; en déduire que €, appartient au centre de CG.

b. Soit V un CG-module simple. Montrer que :
— si xv # X, alors ey v = 0 pour tout v € V;
— sl xv = X, alors ;v = v pour tout v € V.

(indice: m(v) = e, v est un morphisme de modules ; calculer sa trace)

c. Soit W =Wy Wse®--- @ W, une décomposition d'un CG-module W en somme directe de
sous-modules simples. Montrer que

eW=A{ew:weW}=W;, + Wi, +---+W,,_,
ou Wil,Wiz,...,W

im

sont les facteurs directs de la décomposition dont le caractere est x.
d. Soit x1,X2,--., Xk les caracteres irréductibles de G. En déduire que

€ ) si Xi = Xj>

Ex1 Téxa + - +ex, =lca et sxing:{x ' ! !

0, sixi# Xy

(indice: considérer I’élément neutre du module régulier et appliquer les parties précédentes)

Exercice 2. Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G, et V' un G-module (sur C) qui posséde un
sous-espace W qui est stable pour 'action de H :

hw € W pour tout h € H et pour tout w € W.

Autrement dit, W est un < sous-H-module > de V' (mais pas forcément un sous-G-module).
a. Pour g € G, on définit
gW = {guw:w e W}.
Montrer que, pour tous gi,92 € G, si g1H = goH, alors gtW = goW.
b. Supposons qu'il existe z € G tel que G/H = {H,xzH} et
V=WezW.
Si 1) est le caractere du H-module W et x est le caractere du G-module V', montrer que

a) = U(g) +P(a"tgz), sigeH,
0, sig¢ H.

(indice: (b1, ...,xby) est une base de xW si (bq, ..., bi) est une base de W)
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Exercice 3. Soit X l’ensemble de parties de {1,2, 3,4} de cardinalité 2 :

X = {{1,2},{1,3}, (1,4}, (2,3}, {2, 4}, {3,4}}.

On définit une action du groupe symétrique Sy sur X par

o-{i,j} ={o(),0(j)} pour o € Sy, {i,5} € X.

(*)

Soit V = CO I’espace vectoriel dont les éléments de la base canonique {e1,...,eg} sont étiquettés

par les éléments de X de la maniere suivante :

V{1,2} = €1, U{13} = €2, U{14} = €3, Uf23} = €4, Uf24) = €5, UV{34} = €6-

On associe a toute permutation o € Sy la matrice qui correspond a I'action de o sur X. Par exemple,

pour la transposition (23) € S4 on obtient la matrice suivante :

{12} {13} {1,4} {2,3} {24} {3,4}

{1,2} / © 1 0 0 0 0
1,3y | 1 0 0 0 0 0
{(1,4y| o 0 1 0 0 0
{23} o 0 0 1 0 0
{24y | o 0 0 0 0 1
{34} \ 0 0 0 0 1 0

a. Calculer le caractere y de cette représentation matricielle de Sy.

b. Exprimer le caractére y comme somme de caracteres irréductibles de Sy.

c. Décomposer V' en somme directe de sous-modules simples (il suffit de trouver une base de V'

qui manifest la décomposition — 'exercice 1 pourrait étre utile).
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