MAT7400 REPRESENTATIONS DES GROUPES Hiver 2021

Devoir 3
a remettre le 28 avril 2021

Exercice 1. Déterminer la table de caractere de A4 (le groupe de permutations paires dans Sy).

Attention : 'ensemble de 3-cycles ne forment pas une seule classe de conjugaison !

Exercice 2. Voici les quatre premieres lignes de la table de caractéres d’un certain groupe fini G :

g1 92 g3 94 95 ge

X1 1 1 1 1 1 1 VT
X2 6 o -1 -1 =5 + 5!
X3 7T -1 -1 1 0 0
X4 3 -1 1 0 a

ol ¢gi,...,¢g¢ sont des représentants des classes de conjugaison de G.

a. Completer la table de caracteres de G.
b. Déterminer la dimension de chaque représentation irréductible de G.
c. Déterminer la cardinalité de G et la cardinalité de chaque classe de conjugaison de G.

d. Déterminer les sous-groupes normaux de G.

Exercice 3. Soit V un CG-module et V3 =V @V o V.
Rappelons que :

— siB = (b1,...,bq) est une base de V, alors tout élément de V3 admet une unique écriture
sous la forme Z Xijiie(bi @b; @ by) avec \; ;i € C.
1<i,j,k<d

— V®3 est un CG-module avec action définie sur les tenseurs élémentaires par

g(v1 ® v2 @ v3) = (gv1) @ (gv2) ® (gv3) (9 € Gsv1,v2,v3 €V)

a. On définit une application linéaire v : V®3 — V®3 comme I'extension linéaire de
Y(b; ®b; @br) =b; @b, ®b;  pour tous 1 <i,5,k <d,

ou B = (by,...,by) est une base de V. Montrer que v(v; @y ®@vs3) = vy @v3®wv; pour tous vy, v, v3 € V
et que ~ est un morphisme de CG-modules.

b. Posons w = ¢>™/3. Montrer que U = {u eV y(u) = wu} est un sous-module de V®3.
c. Soit B = (by,...,bq) une base de V. Montrer que les éléments suivants forment une base de U :
L gy = (bi @b @br) + L (b @ b @ b;) + 22 (br @ b @ by),
pour tous 1 <, 5,k <dtelsquet<j<koui<k<jy.

1
d. En déduire que le caractere de U est xy(g) = 3 (XV (9)° — xv (g3)).
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