MAT7400 REPRESENTATIONS DES GROUPES Hiver 2021

Feuille d’Exercices 2

Sous-modules et simplicité

Exercice 1. Soit U et W deux sous-modules d’un G-module V.
a. Montrer que U N W est un sous-module de V.
b. Montrer que U + W ={u+w : u € U,w € W} est un sous-module de V.
c. Montrer que V=U® W ssiV=U+W et UNW = {0}.

Exercice 2. Soit U et W deux sous-modules d'un G-module V.
a. Montrer que si U est simple, alors UNW = {0} ou UNW =U.
b. Montrer que si U et W sont simples, alors UNW = {0} ou U = W.

Exercice 3. Montrer qu’un G-module V est simple ssi pour tout v € V non nul, on a que V est
engendré (comme espace vectoriel) par les éléments {gv : g € G}.

Exercice 4. Soit V un G-module de dimension 2. Montrer que s’il existe g,h € G et v € V tels
que ghv # hgv, alors V est simple.

Exercice 5. Soit G un groupe fini et V' un CG-module de dimension 3. Montrer que V' est simple

ssi il n’existe pas un vecteur v € V' tel que gv € vectk(v) pour tout g € G.

Exercice 6. Soit V' un G-module. L’ensemble des invariants (ou G-invariants) de V est
VY ={veV:gv=uvpour tout g € G}.

a. Montrer que V& est un sous-module de V.
b. Trouver une décomposition de V& en somme directe de sous-modules simples.

Compléments sur le Théoreme de Maschke

Exercice 7. (Contre-ezample au Théoréeme de Maschke dont le groupe est infini.)
Soit RT I’ensemble des nombres réels strictement positifs muni du produit usuel.
Définir une fonction p : Rt — GLo(C) par

p(r) = <(1) logl(r)> pour tout 7 € RT.

a. Montrer que p est un représentation matricielle de RT.

b. Soit W le sous-espace de C? défini par W = {(§) : ¢ € C}. Montrer que W est stable pour la
représentation p; c’est-a-dire, montrer que p(r)w € W pour tout r € R* et tout w € W.

c. Montrer qu’il n’existe pas de sous-espace stable U C C? tel que C2 =W @ U.

(indice: exprimer p(r) dans une base différente)
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Exercice 8. (Contre-ezample au Théoréme de Maschke dont le groupe est infini.)

o {(1 1) ez

Alors, C2 est un G-module. Soit (eg, e2) la base canonique de C2.

Soit G le groupe de matrices

a. Montrer que le sous-espace W de C? engendré par e; est un sous-module.
b. Montrer qu’il n’existe pas de sous-module U C C? tel que C2=W @ U.

Exercice 9. (Contre-example au Théoréme de Maschke dont la caracteristique du corps divise
Pordre du groupe.) Soit p un nombre premier, F, = Z/pZ et C) = {1,9,6%, ...,g°"1} le groupe
cyclique a p éléments. Soit ¢ : C, — GLa(F,) la fonction définie par

. 1 4
elg?) = <O i) pour tout j € {0,1,...,p—1}.
a. Montrer que V = Ff, est un Cj-module de dimension 2.

b. Montrer que le sous-espace W de V engendré par e; = () est un sous-module de V.
c¢. Montrer qu’il n’existe pas de sous-module U de V tel que V =W @ U.
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