MAT7400 REPRESENTATIONS DES GROUPES Hiver 2021

Feuille d’Exercices 3

Sous-groupe dérivé
Exercice 1. Soit G’ le sous-groupe dérivé de G et Ab(G) = G/G".

a. Montrer que si p : G — GL(V) est une représentation complexe de G de dimension 1, alors
I'application p défini par p(gG’) = p(g) est une représentation irréductible de Ab(G).

b. Montrer que si ¢ : Ab(G) — GL(V) est une représentation complexe irréductible de Ab(G),
alors I'application ¢(g) = ¢(gG’) est une représentation complexe de G de dimension 1.

c¢. En déduire qu’il y a une bijection entre les représentations complexes de dimension 1 de G
est les représentations complexes irréductibles de Ab(G).

Exercice 2. Soit G un groupe fini et G’ son sous-group dérivé. Montrer que G’ est égal & I'inter-
section des noyaux de caracteres linéaires :

G = N ker(y) = N {9€G:x(9) =x(e) =1}

X caractere linéaire X caractere linéaire

(rappel: ker(x) = {g € G': x(9) = x(e)})

Table de caractéres

Exercice 3. Le groupe des quaternions, noté @), est le groupe d’ordre 8 avec éléments
Q = {17 _L iv _iaja _j7 k7 _k}

et relations :

a. Montrer que

p(_l):<—01 01> p(i)=<é 0@.) p(j)=<01 é) p(k:)=<? é)

se prolonge en une représentation complexe de Q).

S

Calculer le caractere de la représentation p.

Montrer que la représentation p est irréductible.

& 0

Montrer que le sous-groupe dérivé de @ est Q' = {1, —1}.
Montrer que Q/Q' = Z/2Z x Z/2Z.

f- Calculer les classes de conjugaison de Q.

®

g. Sachant que le nombre de caracteres irréductibles d’'un groupe G coincide avec le nombre de
classes de conjugaison de GG, calculer la table de caracteres de Q.

(indice: utiliser les caractéres de Q/Q")
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Classes de conjugaison de 5,

Exercice 4. Soit .S, le groupe symétrique sur n éléments.

a. Soit (aj ag ... ax) un cycle et o une permutation dans S,,. Montrer que
olaray ... ap)o "t = (o(ay) o(as) ... o(ag)).
b. Soit o une permutation dans S,, et
a= (abc )(zgk‘ )(uvw )

sa décomposition comme produit de cycles disjoints. Montrer que pour tout ¢ € .S,, on a
sao! = (a<a)a(b)a(c) ) (a(i)o(j)a(kz) ) (U(u)a(v)a(w) )
c. Montrer que deux permutations dans .S, sont conjuguées ssi elles ont le méme type cyclique

(c’est-a-dire, méme nombre de cycles de chaque longueur).

d. Montrer que le nombre de classes de conjugaison de S, est égal au nombre de partages de n.

Rappel : une partage d’un entier n est une suite finie Ay > Ao > --- > A\, d’entiers strictement
positifs telle que A\ + Ao + -+ 4+ A\ = n.

e. Calculer une représentant de chaque classe de conjugaison de Sy.

Certaines représentations de Sy

Exercice 5. Soit s; = (12), sa = (23) et s3 = (34) les transpositions adjacentes dans Sjy.
Rappel : le groupe symétrique Sy est engendré par sq, so et s3 et admet la présentation

54 = <Sl; 59,83 ‘ S% = S% = S% = €, S1S251 = S251892, S253S2 = S3S52S53, S1S3 = 5351>‘
a. Posons
1 0 O 0 2 1 0 O
T(s1) =10 =1 0| 7(s2)=3|1 1 —1| 7(ss)=[0 -1 0
0 0 1 -1 1 0 0 1

Montrer que 7 se prolonge en une représentation complexe de Sy, calculer son caractere et
déterminer si elle est irréductible. Si elle n’est pas irréductible, décomposer la représentation.

b. Posons
1 0 0 2 10 0
Es1)=[0 -1 0of &s2)=3|1 1 1| &Gs3)=]0 1 0
0 0 1 -1 1 00 —1

Montrer que £ se prolonge en une représentation complexe de Sy, calculer son caractere et
déterminer si elle est irréductible. Si elle n’est pas irréductible, décomposer la représentation.
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Orthogonalité des caracteres irréductibles

Exercice 6. Soit W un CG-module de dimension finie et x1, x2,..., X% les caracteres irréductibles

distincts de G étiquetés de sorte que x1 = Xtriv-

a. Expliquer pourquoi il existe m; € N tels que
Xw = miX1 + maXxe + -+ MEXk-

b. Montrer que
<XW7 Xtriv> =mi = dlm(WG)7

ot W€ est le sous-module des G-invariants de W :

={w e W : gw =w pour tout g € G}.

¢. En déduire que

dim( WG |G| Z xw (g
geG

Exercice 7. (Voici une autre facon de prouwver que dim(V®) = ‘—1| > gec xv(9))

Soit G un groupe fini et V' un CG-module de dimension finie.

a. Montrer que I'application 7 : V' — V définie par
m(v) v our tout v € V
=@ Z g (p )
geG
2 =7 etim(r) = VC.

b. Soit P une matrice telle que P2 = P. Montrer que la trace de P coincide avec le rang de P.

est un morphisme de CG-modules tel que 7

c¢. En déduire que

dim( VG ]G| ZXV
geG
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