MAT7400 REPRESENTATIONS DES GROUPES Hiver 2021

Feuille d’Exercices 4

Exercice 1. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Montrer que la fonction
x : G — C définie par
X(9)=[{reX:g-x=a}|-1,

est un caractere de G. Est-il forcément irréductible ?

Exercice 2. (Une autre démonstration de la premiére relation d’orthogonalité)

Soit V et W des CG-modules.

a. Montrer que Homc(V, W), muni de 'action
(9-T)(v) = gT (g 'v) pour tout v € V,

est un CG-module de caractere x v Xw.

b. Montrer que le sous-module de G-invariants de Homg(V, W) est
Homc (V, W) = Homcg (V, W).

c. En déduire que la dimension de Homeg(V, W) est (xv, xw ).

d. En déduire que si V et W sont simples, alors

17 si XV = XW,
<XV7XW> = .
0, sixv#xw.

Exercice 3. Soit a : G — C une application de G dans C. Montrer que « est une fonction centrale

de G ssi I'application suivante est un morphisme de CG-modules pour tout CG-module V :

p:V — V
v Z a(g) gv.
geG

Exercice 4. Soit G le sous-groupe du groupe symétrique S7 engendré par les permutations sui-

a_1234567 5_1234567
\2 3456 71 ~\1 35 7 2 46

Calculer la table de caracteres de G.

vantes.

(indice: o =€, 8% =¢, BaB1 = a?, ou € est la permutation identité.)
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Exercice 5. Soit G un groupe d’ordre 720 dont les tailles des classes de conjugaison sont donné
par la premiere ligne de la table suivante. Les deuxiéme et troisieme lignes donnent les valeurs de
deux caracteres de G.

‘1 15 40 90 45 120 144 120 90 15 40

x|6 2 o0 o0 2 2 1 1 0 -2 3
x2 |21 1 -3 -1 1 1 1 o -1 -3 0

a. Montrer que X1 et x2 ne sont pas des caracteres irréductibles.
b. Montrer que x1 — Xtriv €st caractere irréductible de G.

¢. En déduire que G possede un caractere irréductible de dimension 5 et un de dimension 16.

Produit tensoriel

Exercice 6. Soit G un groupe fini, et V' et W des G-modules sur C tels que dim(W) = 1.
Montrer que V ® W est un G-module simple ssi V' est un G-module simple.

Exercice 7. Soit V un CG-module de dimension d, et A1, Ag, ..., Aq les valeurs propres de g € G
agissant sur V' (avec multiplicité). Déterminer les valeurs propres de g sur S(V@ V) et A(V V).

Exercice 8. Soit Viyiv, Viigne et Via les Sy-modules trivial, signe et standard, respectivement.
Calculer les caracteres et les dimensions des Sy-modules suivants, et détermine s’ils sont simples.

a. S(Viriv ® Viriv)

b. A(Vsigne ® Viigne)

c. A(Viqa @ Vita)

d. S((Viriv @ Viigne) ® (Viriv @ Vigne))-

Exercice 9. La table suivante présente quelques informations sur les classes de conjugaison d’un

certain groupe G ainsi que les valeurs d’un caracteére irréductible y de G, ot g1 = e et w = €27/3,

représentant de la classe de conjugaison | g1 g2 93 g4 gs 96 g7

taille de la classe de conjugaison de g; 1 1 6 4 4 4 4

|
|

x(95) ‘2 2 0 —w —w w w
|

classe de conjugaison contenant gjz g1 91 92 Gs ga 94 G5

. Vérifier que x est un caractere irréductible de G.

a
b. Calculer xg et xa.

o

. Montrer que xgs et x4 sont des caracteéres irréductibles de G.

d. En considérant les produits X,24» XAX, et X%x, déterminer la table de caracteres de G.
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