MAT7400 REPRESENTATIONS DES GROUPES Hiver 2021

Feuille d’Exercices 5

Caractéres irréductibles de G x H

Exercice 1. Soit G et H deux groupes finis. Pour o : G — C et 8: H — C, on note par a x 3 la
fonction de G x H dans C définie par

(a x B)(g,h) = a(g)B(h) pour tout (g,h) € G x H.

a. Montrer que deux éléments (g, h) et (¢', h') de G x H sont conjugués ssi g et g’ sont conjugués
dans G et h et h’' sont conjugués dans H.

b. Montrer que si « est une fonction centrale de G et § est une fonction centrale de H, alors
a X 3 est une fonction centrale de G x H.

c. Montrer que si x est un caractere irréductible de G et 1 est un caractere irréductible de H,
alors x X 1 est un caractere irréductible de G x H.

d. Montrer que tout caractere irréductible de G x H est de la forme y x 1 avec x un caractere
irréductible de G et ¥ un caractere irréductible de H.

e. Déterminer la table de caracteres de Sg x Z/2Z.

Indicateur de Frobenius—Schur

Exercice 2. Soit GG est un groupe dont la premieére colonne de la table de caracteresest 1,1,1,1,2,8.
a. Déterminer la table de caracteres de G.

b. En déduire que G = (C3 x C3) x Q ou G = (C3 x C3) x Dy, ou Dy est le groupe diedral
d’ordre 8, @ est le groupe des quaternions, et C5 est le groupe cyclique d’ordre 3.

c. Notons par ¢(x) I'indicateur de Frobenius—Schur d’un caractere irréductible y. Utiliser I’égalité

> wxle)=|{geG:g*=e}]

X€lrr(GQ)

pour conclure que G = (C3 x C3) X Q.

Restriction

Exercice 3. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Montrer que si 9 est un caractere
irréductible de H, alors il existe un caractére irréductible x de G tel que

(Resf(x),¥),; #0.

(indice: Considérer le produit scalaire de 1) et la restriction du caractére régulier de G.)
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Induction

Exercice 4. Soit H le sous-groupe de S3 engendré par la permutation ¢ = (33%) et p: H — C
la représentation de dimension 1 de H définie par p(c) = >7/3.

a. Déterminer la dimension de la représentation induite Indfﬁ}3 (p).
b. Déterminer les matrices Ind%” (p)(o) pour tout o € Ss.

c. Déterminer le caractere de Ind}?}3 (p) de deux facons :
(i) en utilisant les matrices obtenues dans la partie précédente; et
(ii) & Paide de la formule du caractére induit : Ind$(v) = l—}” > wec Y(atga).
d. Exprimer le caractere de Ind}gf (p) comme somme de caracteres irréductibles de Ss.

e. Soit Sy le sous-groupe de S3 engendré par la permutation (4% 3).

Exprimer Resgg (Ind?(p)) comme somme de caracteres irréductibles de So.

Exercice 5. Soit G un groupe fini et H, K des sous-groupes de G tels que H C K C G. Montrer
que si ¥ est un caractere de H, alors

1mdf; (ndff () = mdf ().

Exercice 6. Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G et ¥ un caractére de H. Montrer que si H
est normal dans G, alors Ind$ ()(g) = 0 pour tout g ¢ H.

Réciprocité de Frobenius

Exercice 7. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe fini G et x un caractere irréductible de G
tel que (Res$(x), 1n)n # 0, ol 1y est le caractére trivial de N. Montrer que N C ker(x).

Exercice 8. Soit H un sous-groupe de GG, ¥ un caractere de H, et y un caractere de G.
a. Expliquer pourquoi le produit y Ind% (1) est un caractére de G.
b. Expliquer pourquoi le produit Resg (x) est un caractere de H.
c. Expliquer pourquoi Ind% (1/) Resg(x)) est un caractere de G.
d. Montrer que
Ind§ (4 Resfi(x)) = xInd§ ().

(indice: calculer le produit scalaire avec tout caractére irréductible de Q)
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