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Exercice 1. Soit E l’ensemble ordonné défini par le diagramme de Hasse suivant.
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a. Dessiner le complexe d’ordre ∆(E) de E.

b. Soit Ê = E ∪ {0̂, 1̂}. Calculer µÊ(0̂, 1̂) et χ̃(∆(E)).

Exercice 2. Soit E un ensemble ordonné fini possédant un minimum et un maximum et tel
que pour tous x, y, z ∈ E, si z l x et z l y, alors x et y admettent un supremum dans E.
Montrer que E est un treillis.

Exercice 3. Soit E un ensemble ordonné fini et f : E → C une fonction. On définit

h(x, y) =
∑
z∈E
z≥x
z≥y

f(z).

Soit x1, x2, . . . , x|E| une extension linéaire de E, et H la matrice de taille |E| × |E| avec

Hi,j = h(xi, xj).

a. Montrer que
det(H) = f(x1)f(x2) · · · f(x|E|).

b. Montrer que, pour tout x ∈ E,

f(x) =
∑
x≤e1
x≤e2

µ(x, e1)h(e1, e2)µ(x, e2).

c. Soit T un treillis fini. Montrer que si µ(x, 1̂) 6= 0 pour tout x ∈ T , alors il existe une
permutation σ des éléments de T telle que x ∨ σ(x) = 1̂ pour tout x ∈ T .
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