MAT7431-30 GEOMETRIE ET COMBINATOIRE AUTOMNE 2017

Feuille d’exercices 3
(Pour les fans de la théorie des catégories)

Dans ces exercices, on étendra le théoreme de Birkhoff a une dualité entre deux catégories :

la catégorie € dont :

— les objets sont les ensembles ordonnés finis; et
— les morphismes sont les applications croissantes.

la catégorie T dont :

— les objets sont les treillis distributifs finis; et
— les morphismes sont les applications (croissantes) f vérifiant :

flzny) = flz) A fy) f(0) =0
flavy)=fl@)V fy) fa)=1

(Une telle application est appelée un morphisme de treillis (bornés).)

Remarque. Pour montrer qu’il existe une dualité entre deux catégories € et T,
il faut montrer qu’il existe deux foncteurs contravariants

F:E—=T et G:T—¢&
et des isomorphismes naturels entre les foncteurs
GoF =idg et FoG =idy,

ou ide est le foncteur identité de € et idy est le foncteur identité de 7.
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Exercice 1. Soit Ty = {0,1} le treillis & deux éléments, et F' le foncteur “Hom” défini par
F(—) = Homg(—, T9).

Tout d’abord, on montrera que I'image du foncteur F' est dans la catégorie T. Pour ce faire,
on montrera que F' est une “extension” de I’application J qui envoie un ensemble ordonné
au treillis de ses parties commencantes. Explicitement, on montrera qu’il existe une bijection

parties commencantes de E CI(E) applications croissantes £ — To
(éléments de J(E)) (éléments de Homg (E, T2))

et que la bijection induit une struture de treillis distributif sur 'ensemble Home (£, T5) :
F<f st e (NS
On en déduira que Homg (F, T5), muni de cet ordre, est un objet de la catégorie T.

Ensuite, on montrera que 'image d’une application croissante de ' dans E’ est un morphisme
de treillis de Home (E’, Ty) = J(E') dans Home (E, Ts) = J(E).

a. Soit E un ensemble ordonné fini, et J(E) le treillis des parties commencantes de E.
Pour X € J(F), on définit une fonction fy : F — E par

6, siee X,
fxle) = {T, sied X.

Montrer que I'application

J(E) 224 Homg(E, T,)
X = fx

est une bijection entre les éléments de J(F) et les fonctions croissantes £ — Ts.

b. On définit un ordre sur les éléments de Homg (F, Ty) par

Fr st T ) e ()
En déduire que Homg (E,T5) est un objet de la catégorie T.

c. Pour toute fonction croissante g : E — E’, on définit g* : J(E') — J(E) par :

*

Homg (E', Ts) ——— Homg (E, T5)

PI(E) [ lSDE(IE)
g*

J(E) J(E)

Montrer que g* est donné par

7(X) = (fx 09)71(0),

et que g* est un morphisme de treillis.
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Exercice 2. Soit Ty = {0,1} le treillis & deux éléments, et G le foncteur “Hom” défini par
G(—) = Homg(—, T5).

(Remarquer que T est un treillis distributif, alors il est un objet de T.)

Soit T" un treillis distributif fini. On montrera qu’il existe une bijection

morphismes de treillis T — T Yr s
{ (éléments de Homg (7T, T2)) - { éléments de S(T) }

ou S(T) est 'ensemble ordonné des éléments sup-irréductible de T, et que la bijection induit
une relation d’ordre sur Homg (7', T5) :

h<h' st Yr(h) < yr(h).
On en déduira que Homg (7, T5), muni de cet ordre, est un objet de la catégorie €.

Ensuite, on montrera que I'image de tout morphisme de treillis h : T"— T" est une application
croissante de Homg (7", Ty) = S(T”) dans Homg (7, To) = S(T).

a. Soit E un ensemble ordonné fini. Pour e € F, on définit j. : J(E) — Ty par

Montrer que 'application suivante est une bijection entre les éléments de E et les
morphismes de treillis de J(F) dans T, :

¥

E = Homg(J(E), Ts)
e = Je

b. En déduire que les éléments de S(T"), ou T est un treillis distributif fini, sont en bijection
avec les morphismes de treillis de T dans Ts.

c. Montrer que tout morphisme de treillis 7' — Ty est de la forme j, avec e € S(7T).

d. Soit h : T'— T’ un morphisme de treillis et 2* son image par Homg(—, T5). Montrer
que h* est une application croissante de Homg (7", Ts) dans Homg (7', Ts).
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Exercice 3. Il reste a montrer qu’il existe des isomorphismes naturels tels que
GoF =idg et FoG =idy,
ou ide est le foncteur identité de € et idy est le foncteur identité de 7.

a. Montrer qu’il existe des isomorphismes ng : (G o F)(E) — E dans & tels que le
diagramme suivant est commutatif pour toute application croissante f : E — FE’.

(G o F)(E) 1 E
] I
(G o F)(E) e I

b. Montrer qu'il existe des isomorphismes nr : (F' o G)(T) — T dans T tels que le
diagramme suivant est commutatif pour tout morphisme de treillis o : T — T".

(F o G)(T) nT T
(h*)*l ‘h
(F o G)(T") m T
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