MAT7431-30 GEOMETRIE ET COMBINATOIRE AUTOMNE 2017

Feuille d’exercices 4

Exercice 1. Montrer qu'un treillis est modulaire ssi pour tous a,b,c € T,

c<a, aANb=cAb, aVb=cVb implique a=c.

Exercice 2. Soit T un treillis fini. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.

a. T est semimodulaire ; ¢’est-a-dire, pour tous a,b € T,

aNb<b implique a<<aVb.

b. Pour tous a,b,c € T, si
bAc<a<c<bVa,
alors il existe d € T tel que

bAc<d<b et a=(aVd)Aec.

c. Pour tous a,b,c € T si
bAc<a<c<bVe,
alors il existe d € T tel que

bAc<d<b et a=(aVd)Aec.

Exercice 3. (Factorisation unique dans les treillis distributifs) Soit T' un treillis distributif.

a. Si s € T est sup-irréductible, et
s<t V- Vi,

outy,...,t, € T, alors il existe i € [n] tel que s < t;.

b. Montrer que tout élément x € T" admet une unique expression sous la forme
r=8V---Vs,

ou si,...,s, € T sont distincts, sup-irréductibles, et deux-a-deux incomparables.

Exercice 4. Soit T un treillis distributif fini. Les conditions suivantes sont équivalentes.
a. T est isomorphe a ’ensemble ordonné des parties d'un ensemble £ (muni de I'inclusion).
b. L’ensemble ordonné 8§(7") des éléments sup-irréductibles de 7" est une antichaine de 7.
c. T est atomistique : tout élément sup-irréductible de 7T est un atome.
d. T est complémenté : pour tout € T il existe 2’ € T tel que V2’ =1 et x A2’ = 0.

e. T est relativement complémenté : pour tout intervalle [z, u] C T et pour tout = € [z, ul,
ilexiste '’ € T tel que x V' =uet x A2’ = 2.

(En outre, 2’ dans (d) et (e) est unique.) (Indice: (€) = (d) = (c) = (b) = (a) = (e).)
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Exercice 5. Utiliser Sage pour répondre aux questions suivantes. (Indice: posets(4))
a. Montrer que tout treillis semimodulaire a au plus 6 éléments est modulaire.
b. Montrer qu’il existe un seul treillis non modulaire a 7 éléments qui est semimodulaire.

c. Explorer les treillis non modulaires et semimodulaires a 8 éléments.
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