MAT7431-30 GEOMETRIE ET COMBINATOIRE AUTOMNE 2017

Feuille d’exercices 5

Exercice 1. Montrer les propriétés suivantes pour tous éléments a, b, ¢, d d'un treillis.

.Sia<byalorsavVe<bVcandaAc<bAec.
.Sia<betc<d,alorsaVec<bVdandaANc<bAd.
.SiaNb<c<a,alorsaAb=cAb.
.Sia<b<aVe alorsaVe=0bVe.

QL O o

Exercice 2. Un ensemble ordonné E est semimodulaire (supérieurement) si pour tous
r,Yy,2 € F avec z <x et z <y, il existe u € E tel que z < u et y < u.

a. Montrer qu'un treillis est semimodulaire comme treillis ssi il est semimodulaire comme
ensemble ordonné.
b. Montrer que si E est semimodulaire, alors F est rangé.

Exercice 3. Soit M la matrice

1 =1 =1 - =1 —1
0 1 -1 -1 -1
0 0 1 ~1 -1
0 0 0 - 1 —1
0 0 0 - 0 1

a. Trouver un ensemble ordonné E et exprimer M en termes de la fonction ¢ de E.
b. En déduire une formule pour les entrées de la matrice inverse M 1.

Exercice 4. Soit E ’ensemble ordonné dont les éléments sont
{0,210, @2, o, Ty Y15 Y2y -+ s Yy 215 225+« 5 Zny 1}
avec les relations de couverture suivantes :
0<x<yj <z, <1 (pour tousi,j, k€ [n]).

Calculer (0,1). (Indice: Déterminer les chaines de 0 a1 de longueur £.)

Exercice 5. Soit £ un ensemble ordonné qui posséde un 0 et un 1 et tel que le nombre de
multichaines de longueur ¢ de 0 & 1 est

C+2
— 20
("57) -

a. Déterminer le rang de E (la longueur d’une chaine maximale de E).
b. Calculer p(0,1).
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Exercice 6. Soit z,y,z des éléments d’un treillis tels que {z V y,z V z,y V z} est une
antichaine. Montrer que le sous-treillis engendré par x V y, x V z et y V 2z est isomorphe au
treillis de parties de {1,2,3} ordonnées par inclusion.

Exercice 7. Soit ¢ l'indicatrice d’Euler :
o(n) = {a € [n] : pged(a,b) = 1}].

Montrer que

¢(n) =pi' T o= 1) (ps = 1),
oun = pi*---p% est la factorization de n en nombres premiers. (Indice: appliquer la formule
d’inversion de Mobius ¢ f(z) = {a € [n] : x = pged(a,n)} et g(x) = {a € [n] : © < pged(a,n)}.)

Exercice 8. Soit F un ensemble localement fini. On définit x € Inckx(E) par

(2,7) 1, siz<y,
k(z,y) = )
Y 0, sinon.

a. Donner une description combinatoire de x"(x,y) pour tous z,y € F et n € N.
b. Caractériser les ensembles ordonnés rangés (et localement fini) en termes de .
c. Donner une description combinatoire de (kC)(z,y) et (Ck)(x,y).

Exercice 9. Soit E un ensemble ordonné fini, et 1 la fonction de Mobius de E = EU {0,1}.
Supposons que E admet un automorphisme o : £ — E qui ne possede pas de points fixes et
qui est d’ordre p, ou p est un nombre premier.

a. Montrer que
©(0,1) = -1 (mod p).

b. Montrer que

(p—1!'=-1 (mod p)
pour tout nombre premier p.  (Indice: Considérer le treillis de partitions de {1,...,p}.)

Exercice 10 — Probleme de recherche.
On définit une relation d’ordre partiel sur 'ensemble de toutes les permutations par

o < si 7 contient o,

ol on dit qu'une permutation m € &,, conlient une permutation o € &,, s’il existe une suite
1<t <ig < -+ <1y < ntelle que, pour tous 1 < a,b < m,

7(iq) < m(ip) ssi o(a) < o(b).

(Autrement dit, les éléments de (7 (iy), 7(i2), ..., 7(iy)) sont dans le méme ordre relatif que
les éléments de (o(1),0(2),...,0(m)).) Par exemple, m = 425613 contient o = 132.

Etudier cet ensemble ordonné; en particulier, calculer sa fonction de Mébius. (Certains
résultats partiels sont connus; voir < Permutation Pattern Poset > sur Google.)
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