MAT7600 ALGEBRE AUTOMNE 2013

Feuille d’exercices 4

Exercice 1. Soit M un R-module a gauche.
a. Montrer que Og - m = 0y, pour tout m € M.
b. Montrer que r - 0y; = 0py pour tout r € R.

c. Montrer que (—1g) - m = —m pour tout m € M.

Exercice 2. Soit M un R-module a droite. Soient a € R et m € M non-nul tels que
m - a = 037 Montrer que a ne possede pas un inverse a droite (c’est-a dire, il n’existe pas de
b € R tel que ab = 1g).

Exercice 3. Soient R et S deux anneaux et ¢ : S — R un morphisme d’anneaux. Si M est
un R—module a gauche, montrer que M est aussi un S—module a gauche si 'on définit

s-m=¢(s)-m
pour tout s € S et pour tout m € M.

Exercice 4. Soient N, N’ deux sous-modules d’'un R-module M.
a. Montrer que N N N’ est un sous-module de M.
b. Montrer que N + N’ ={n+n':n € N,n’ € N'} est un sous-module de M.

Exercice 5. Soit f: M — M’ un morphisme de R-modules a gauche.
a. Montrer que ker(f) ={m € M : f(m) =0} est un sous-module de M.
b. Montrer que im(f) = {f(m) | m € M} est un sous-module de M.

c. Soit U’ un sous-module de M’. Montrer que f~'(U’) est un sous-module de M.

Exercice 6. Soient f : M — N un morphisme de R-modules a gauche et K un sous-module
de M tel que K C ker(f). Montrer que la correspondance

f:M/K — N
m+K —— f(m)

est un morphisme de R—modules. (1l faut aussi montrer que f est bien défini.)

Exercice 7. Soit R un anneau intégre (c’est-a-dire, R est commutatif, R est unitaire, et si
a,b € R sont non nuls, alors ab est non nul). Pour un R—module a gauche M, on définit

Tor(M) = {m € M : il existe a € R non-nul tel que a-m = 0}.

a. Montrer que Tor(M) est un sous-module de M.
b. Soit ¢ : M — N un morphisme de R—modules. Montrer que ¢(Tor(M)) C Tor(N).
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Exercice 8. Soit R un anneau commutatif.

a. Montrer que I'application de ¢ : Homg(R, M) — M définie par ¢(f) = f(1r) est une
isomorphismes de R-modules a gauche.

b. Montrer que Iapplication ¢ : R — Endg(M) définie par o(r) = rIdy, ou Idy, est
I’endomorphisme identité, est un morphisme d’anneaux.

c. En déduire que les R-algebres Endg(R) = Hompg(R, R) et R sont isomorphes.

Exercice 9. Soient R un anneau commutatif, J un idéal de R, M un R-module et

a. Soit JM l'ensemble des combinaison linéaires finies de la forme ), j; m;, ou j; € J et

m; € M :
JM = {Zjimi:jieJ,miEM}.
fini

Montrer que JM est un sous-module de M.
b. Montrer que M/JM est un R/J-module si 'on définit :

(r+J)-(m+JM)=rm+JM

c. Montrer que si JM = {0}, alors on peut munir M d’une structure de R/J-module.

d. En déduire que si J est un idéal maximal de R tel que JM = {0}, alors M est un
espace vectoriel sur R/.J.

e. Soient [ un idéal maximal de R et F un R—module libre avec base B. Montrer que
F/IF est un espace vectoriel sur R/I et que {b+ IF : b € B} est une base de F/IF.

Exercice 10. Soient M un R—-module & droite et X C M un sous-ensemble quelconque. On
définit I'annulateur Anng(X) de X dans R comme étant I’ensemble

Amng(X)={a € R:x-a=0 pour tout z € X}.

Montrer que Anng(X) est un idéal a droite de R.

SRS

Montrer que si X est un sous-module de M alors Anng(X) est un idéal bilatere de R.

o

Montrer que M admet une structure naturelle de R/ Anng(M)-module (& droite).

d. Un module M est dit fidéle si Anng(M) = 0. Montrer que tout R-module M est fidele
en tant que R/ Anng(M)-module.

Exercice 11. Soit M un R—module a droite. Montrer que M est simple ssi pour tout m € M
non-nul, on a que M = {m-a:a € R}.
Exercice 12. Soient M un R-module et f € Endg(M). Montrer les énoncés suivants.

a. Si M est noethérien et si f est un épimorphisme, alors f est un automorphisme.

b. Si M est artinien et si f est un monomorphisme, alors f est un automorphisme.
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Exercice 13. Soient M et N des R-modules avec M non nul et NV indécomposable. Soient f :
M — N et g: N — M deux morphismes de R—modules tels que go f est un automorphisme
de M. Montrer que f et g sont des isomorphismes.

Exercice 14. Soient R un anneau commutatif.
a. Soit M un R-module. Montrer que Endg(M) est un R-algebre.
b. Montrer que Mat,,»,(R) est un R-algebre.

Exercice 15. Soit R et S deux anneaux. Montrer les énoncés suivants.
a. Pour RAg et gB, Homg(A, B) est un S-module a gauche par sf : a — f(as).
b. Pour pAgs et Bg, Homg(A, B) est un R-module a droite par fr:a — f(ra).
c. Pour ¢Bp et Ag, Hompg(A, B) et un S-module a gauche par sf : a — s(f(a)).
d. Pour ¢Bg et ¢A, Homg(A, B) est un R-module a gauche par fr:aw— f(a)r.

Exercice 16. Soit M un R—module. Montrer que Homg(R, M) = M en tant que R—module.

Exercice 17. Soient R un anneau integre et I un idéal (a gauche) principal non nul de R.
Montrer que I = R en tant que R—modules.

Exercice 18. Soient R un anneau commutatif et I et J des idéaux de R. Montrer que 1’on
a un isomorphisme de R—modules I - (R/J) = (I + J)/J.

Exercice 19. Montrer que tout R-module est isomorphe a un quotient d’'un R-module libre.

Exercice 20. Soit N un sous-module d'un R-module M. Montrer que si M/N et N sont
de type fini, alors M est de type fini.

Exercice 21. Soit p : M — M un morphisme de R-modules tel que p?> = p. Montrer que
M = ker(p) @ im(p).

Exercice 22. Soient N un R—module et M un R—-module monogene.
a. Montrer que M = R/I, ou I est un idéal a gauche de R.
b. Montrer que Homg(M, N) = {n € N : an = 0 pour tout a € I}.
c. Pour a,b € Z, montrer que Homz(Z/aZ,Z/bZ) = Z/ pged(a, b)Z.

Exercice 23. Soient R un anneau commutatif, M un R-module et a € R un élément
nilpotent. Montrer que aM est un sous-module de M. Montrer que aM = M ssi M = 0.

1. Exercice 5.3.8 des notes de course de Luc Bélair.
2. Proposition 3.36 des notes de course de Luc Bélair.

3. Corollaire 3.39 des notes de course de Luc Bélair.
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